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W man in diefem Werke zu erwarten hat, 
geben die Titel volltändig an. Nicht blofse An- 
fangsgründe, oder fo genannte Elemente, fondern 
ein ausführliches und, wo möglich, vollfiindiges 
Lehrgebäude, und zwar nicht blofs der elementa- 
ren, fynthetifchen, fondern der gefammten Geome- 
trie, mit Einfchlufs der geometrifchen Analyfis 
und der Lehre von den Kegelfchnitten, fo weit 
es fich nemlich für uns noch der Mühe einer 
blofs darftellenden und rein geometrifchen Be 
handlung diefer Materie lohnt. 


Unfere Geometrien, fo viel deren der Ver- 
faffer kennt , find entweder blofse Compendien, 
die urfprünglich zum Leitfaden beym mündlichen 
Vortrage beftimmt, hrer Natur nach mehr oder 
weniger fkelettartig find, ‘und von denen noch 
keins an-innerer Vollkommenheit Euklids Elemen- 
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-te übertroffen hat; oder Commentare über Com- 
pendien, die mehrften eben fo facharm als wort- 
reich; oder weitfchweifige Bücher für Praktiker, 
über denen kein wiffenfchaftlicher Gef fchwebt, 
welche mehr die Hand, als den Kopf üben, und 
wahre Einficht nur wenig befördern. An einem 
ausführlichen Lehrgebäude, welches fich unfrer 
Idee nach zu einem Compendium ungefähr fo, 
wie ein Körper mit Fleifch und Blut zu einem blo- 
fsen Skelett verhalten müfste, fehlt es noch: und 
da es dem Veifafler fchien, ein folches Werk müffe 
nicht nur dem Mathematiker, fondern auch dem 
Freunde gedmetrifcher Unterfuchungen > und 
felbt dem Manne von gereiftem Verftande, der 
fich in die, Geometrie erft einweihen will, je- 
dem von einer andern Seite, wichtig und wün- 
fchenswerth feyn $ fo fchmeichelte er fich, mit 
diefer Arbeit, an der er keine Mühe und Sorgfalt 
gefpart zu haben fich bewuft ift, einem wahren 
Bedürfnifse entgegen zu kommen. 


Dem eigentlichen Mathematiker ift es Eines 
Theils darum zu thun, zu einem vollftändigen Ue- 
berblick über das Ganze der Geometrie zu gelan- 
gen, ohne deshalb ene Menge weitläufiger, gro- 
fsen Theils nicht mit Unrecht veralteter Werke 
durchzufiudiren,, aus denen er doch ert blofse 
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Materialien erhält , die in ein ausgewähltes Sy- 
ftem, ohne das keine rechte Ueberficht Statt fin- 
det, zu verichmelzen, noch manche Kunft, und 
mehr Mühe koftet, als Sammler geometrifcher 
Sätze, z. B. Gregorius a St. Vincentio, Kraft, mit 
unter auch Pappus, daran gewandt haben. An- 
dern Theils kommt es dem Mathematiker auf ein 
Hülfsmittel-an, um die geometrifchen Unterfu- 
chungen, auf die er fich einläfst, an das Syftem 
der Wiffenfchaft mit Leichtigkeit anzuknüpfen, 
obıne grade bis zu den erften Elementen hinauf zu 
fteigen, und den Satz, der für ihn jedesmal als 
Lehrfatz der brauchbarfte ift, und der den kürze. 
ften Weg der Behandlung beftimmt, fonder Mühe 
unter den übrigen heraus zu finden, ohne doch 
deshalb alle Sätze und erleichternde' Methoden 
der Geometrie, ftets im Gedächtniffe gegenwärtig 
zu haben. Denn diefes wäre ohne eine beftändi- 
ge Befchäftigung mit der darftellenden Geome- 
trie, und folglich uns neueren Mathematikern 
fürwahr unmöglich, indem für uns nicht mehr 
deier Theil der Mathematik, fondern algebrai- 
fche Analyfis, die Hauptwiffenfchaft ift. Beydes 
macht alfo dem Mathematiker ein ausführliches 
Lehrgebäude , worin fich der ganze Schatz der 
Geometrie, und nicht die eriten Elementarfätze 
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in einen leicht überfchaubaren Ganzen beyfam- 
men finden, zum wahren Bedürfnifs. Für ihn 
ift darin vornemlich durch die möglichite Vollftän- 
digkeit, (die jedoch bin und wieder den nicht we- 
aer wichtigen Rückfichten auf Brauchbarkeit, und 
auf Con:polition nachftehn mufs,) und durch ein 
forgfältiges fyftematifches Aneinanderketten der 
Materien zu forgen. Der Verfaffer diefes Lehr- 
gebändes hat ihın die Ueberficht noch dadurch zu 
erleichtern gefucht,dafs er alles, unter verhältnifs. 
mäfsig wenigen Hauptfätzen,, und bey jedem der- 
felben de verwandten Sätze in Folgerungen, Zu- 
fätzen und Anmerkungen zufammen ftellte. 


Ein Freund der Geometrie, der, vertraut 
mit dem, was in den Compendien fteht, fich mit 
Erweiterung und Ausführung deffen, was ihm 
bekannt it, zu ergötzen wünfcht, kann in einem 
folchen ausführlichen Lehrgebäude ebenfalls die 
beite Befriedigung finden, und zwar, wie uns 
fcheint, bey weitem eher, als in den Sammlungen 
geometrifcher Sätze, oder in den Schriften man- 
cher ältern Mathematiker über einzeine geometri- 
fche Materien. Denn, abgerechnet, dafs wir aus 
der ermüdenden Art, wie die Alten folche Mate- 
rien zu behandeln pflegten, herausgewachfen 
find, fo entfpringen häufig, eben aus diefem Ver- 
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einzeln, dieSchwierigkeiten der geometrifchen Be- 
handlung , und gar Vieles erfcheint an feinem 
Platze im Lehrgebäude erft im rechten Lichte, 
und läfst fich dort bey weitem leichter , vollftän- 
diger und genügender, als einzeln und abgerifien 
behandeln. In die Augen fallende Beyfpiele da 
von findet man, wie ich mir fchmeichle, in die- 
fem Theile mehrere, befonders unter den Sätzen 
von ebnen Oertern gegen das Ende des dritten 
Buchs. — Wer diefes Werk zur Erweiterung 
feiner geometrifchen Einficht durchitudirt, dem 
empfehle ich es recht fehr, feine eignen Kräfte 
an den Sätzen zu verfuchen, dıe den Lehrfätzen 
beygefügt find, und ihren Beweis nicht eher nach- 
zulefen,, als bis er die Hoffnung, ihn felbit zu fin- 
den, aufgibt. ‘Denn daer fchon durch die Stel- 
lung diefer Sätze auf die Gründe geleitet wird, aus 
denen die Vorbereitung und der Beweis fliefsen, 
fo geben fie ihm ein leichtes Mittel feine Erfin- 
dungskraft zuüben und zu prüfen. EinGleiches 
gilt von den Aufgaben am Ende jedes Buchs, die 
grade in diefer Hinficht von den Lehrfätzen 'ge- 
trennt, und befonders zufammengeftellt find. Auch 
ift das der Grund, warum in den Folgerungen 
und Zufätzen mancher an fich gerade nicht wichti- 
ger Satz, der unbefchadet der Vollftändigkeit des 
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Syftems hätte übergangen werden können, aufge- 
nommen wurde. Die verfchiedenartigen Anwen- 
dungen der Häuprfätze, die man in den zugefüg- 
ten Sätzen kennen lernt, find recht dazu geeignet 
jene Sätze, ihren Gebrauch, und die verfchied- 
nen geometrifchen Methoden fich geläufig zu ma- 
chen, und zu einer recht gründlichen Kenntnifs 
der Geometrie zu verhelfen. -Denn das ift es, 
was man wiffen mufs, indefs man mit den unwich- 
tigern Folgefätzen das Gedächtnifs nicht zu über- 
laden braucht. 

Männern, denen die Geometrie noch fremd 
ift, und die fich mit ihr, als mit der vollkommen- 
ften Wiffenfchaft, zu ihrer Geifteserhohlung und 
Verftandesftärkung befchäftigen wollen, pflegen 
Comgpendien, beem Selbfitudium, gewöhnlich zu 
dürr und zu trocken vorzukommen, und das 
nicht mit Unrecht, da folche Bücher durch den 
mündlichen Unterricht ert recht geriefsbar zu 
werden, beftimmt find. Sie können fich nach ihrer 
Anleitung nicht recht in die Wilfenfchaft hinein 
finden, und wünfchen fich etwas Ausführlicheres; 
ein Wunfch, den ich durch diefes Lehrgebäude zu 
befriedigen hoffe. Für fie it die wiffenfchaftli- 
che Antcht des Ganzen, und die gröfste Strenge 
in der Methode eine Hauptiache: und beyde an 
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fich fchon unnachlafsliche Forderungen hat der 
Verfaffer immer im Auge gehabt. -Die wifien. 
fchaftliche Anficht der Geometrie in den Princi- 
pien, hälter für neu, und.fo kurz er fich bey 
ihr auch faffen mufste, fo wird fie doch, wie er 
glaubt, hinreichen, das Intrefie des denkenden 
Mannes auf das Wifienfchaftliche des Lehrgebäu- 
des zu lenken, und ihn in den rechten Gefichts- 
punkt zufetzen. Der Verfafler würde indefs diefes 
alles mehr ausgeführt, und in die Grundlage des 
Syftems noch mehr wiffenfchaftliche Strenge hin- 
ein gebracht haben, hätte er fich der Feffeln, die 
ihm fein erfter Plan, LeGendres Elementen als Leit- 
faden zu folgen, angelegt hatte, früher ent. 
ledigt. 


Als er nemlich diefes Werk unternahm, hoff- 
te er dem Mangel eines ausführlichen Lehrgebäu- 
des durch eine deutfche Bearbeitung des vorzüg- 
lichften franzöfifchen Werks über die Elementar- 


geometrie, welches vor einigen Jahren erfchien*, 


*) Eléments de Géométrie, avec des notes. Par Adrien 
Marie Le Gendre, (Si quid novifi rectius iftis, 
Candidus imperti.) A Paris chez Firmin Didot, 
An Il. d. I. Rep. 1794., XIL und 334. S. gr, g. 
und 13. Kupfertafeln, im Format derer, bey diefem 
Werke. 
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fo ziemlich abhelfen zu können, befonders weng 
er dabey auf die beften unter den ähnlichen Wer- 
ken der Engländer * und Holländer ** beftändi- 
ge Rückficht nähme: eine Abficht die er unter 
andern in einer Rezenfion von Le Gendres Ele- 
menten in der Allg. Jenaifehen Litt. Zeitung vom 
Jahre 17797. St. 135. äufserte, wohin er diejenigen 
verweiit, die von dem Werke des franzöfifchen 
Geometers mehr zu wiffen begehren. Noch im 
eren Buche erlaubte fich der Verfafler blofs Zu- 


*) Elements of Geometry; with their Application 
to the Menfurstion of Superficies and Solids, to 
the determination of the Maxima and Minima of 
Geometrical Quantities, and to the Conftruction 
of a great Variety of Geometrical Problems. By 
Thomas Simpfon Edit. 2. with large Alterations and 
Additions. London 1760. mit eingedruckten 
Holzfehnitten , XI. und 276. S. gr. 8. (ganz 
compendiarifch, aber mit vielem Eignen Ausg. ı 
erfchien 1747.) 

%*) Grondbeginfels der Meetkunde door F. H. var 
Swinden, Hoogleeraar te Amiterdam. Amfterdam 
1790. gr. 8. XLVI, 486, 44. S. und 7 Küpferta- 
feln in Quarto. Zwölf Bücher, wovon drey arith- 
metifchen und trigonometrifchen Inhalts find. 
(Von einer deutfchen Ueberfetzung, deren Sprache 
aber herzlich fchlecht ift, erfchien, zu Jena 1797 
der ere Band.) 
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fitze und Anmerkungen, deren Zahl und Auscch- 
nungen er mit Fleifs befchränkte. Im zweyten 
arbeitete er das Ende fchon gänzlich um, und im 
dritten.gab.er endlich den Plan, länger ber Le Gen- 
dre zu bleiben gänzlich auf. Da er jedoch einmal 
angefangen hatte, die Rolle des Ueherfetzers zu fpie- 
len, fo glaubte er, fie fo lange als möglich beybe- 
halten zu müffen. Doch hat er auch diefe im 
dritten Buche verlaffen, um De in der Folge nicht 
wieder zu übernehmen. Wenn man erwägt -dafs 
das erke Buch, bey Le Gendre bis S. 29, hier 
bis S. 95 ,. das zweyte bey Le Gendre bis $. 56, 
hier. bis$. 226 geht, und was vom dritten x diefem 
Theile enthalten ift, dort etwa 40, hier. 230 Sei- 
ten einnımmt; fo wird man fich leicht überzeu- 
gen dafs der Verfaffer, diefes Werk, ob er gleich 
darin lange nur als Ueberfetzer erfcheint, doch 
mit Recht als eignes Geifteswerk in Anfpruch 
nimmt. Denn fchwerlich hat er dabey dem fran- 
zöfifechen Mathematiker mehr, als diefer einigen 
andern Geometrie, befonders Th. Simpfon, zw 

verdanken. 


Die angeführten Werke find alle drer keine 
ausführlichen Lehrgebäude, fondern vollftändigere 
Compendien als die gewöhnlichen , ‘doch ift Le 
Gendre unter ihnen am wenigften aphoriftifch, und 
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läfst fich im Ganzen am mehrften auf weitere Aus- 
einanderfetzungen ein. Alle drey weichen von 
Euklids Elementen in der Auswahl und der Anord- 
nung der Materien, und da ab, wo die Sätze-über 
Provortionalitär von Ausdehnungen, in das Arith- 
metifche hineinreichen. Und das, unferer Ueber- 
zeugüng nach, mit Recht, wie es in der angeführ- 
ten Rez. in der Allg. Litt. Zeit. weitläufiger aus- 
einander gefetzt wird. Diefen Geometern folgt der 
Verfaffer im Ganzen, und zwar am genauften Ze 
Gendre, weshalb er fie ausdrücklich auf dem Ti- 
fel nennt. Uebrigens fcheinen Tacgquet und Whi- 
Ron in ihren Bearbeitungen von Euklids Elemen- 
ten zuerft auf diefen Weg hingeleitet zu haben. 


Eben fo viel, und faft noch mehr als ihnen, 


verdankt. d, V.dem unermüdlichen Fleifse des Iefui- 
ten Gregorius a Sancto. Vincentio *, aus dem er 
das zweyte und dritte Buch mit vielen interef- 
fanten Sätzen und Aufgaben bereichert hat, und 


‚Robert Simfons Wiederherftellung von Apollonius eb- 


*) P, Gregorii a St. Vincentio Opus Geometricum 
Quadraturae Circuli et Sectionum Coni X libris 
comprehenfum. Antwerpiae 1647. 2 Vol, fol, 
(Die drey erften Bücher enthalten gröfstentheils 
planimetrifehe Sätze, die fich in Euklids Elemen- 
ten nicht finden.) 


VORREDE A 


nen Oertern *, indem es eine neue, und wie er 
hofft, nicht unverdienftliche Seite deier Arbeit 
it, die Lehre von den Ebnen Oertern, und überhaupt 
die Geometrifche Analyfis , mit in das Lehrgebäude 
der Geometrie verwebt zu haben, von dem fie die 
Alten durch Euklids Data , wie durch eine Schei, 
dewand, wohl nur mit Unrecht trennten. . Doch 
davon im folgenden Theile, Hier findet man am 
Ende des dritten Buchs, befonders im Lehrfatz 20; 
25, 26, das ganze, nicht wenig fchwierige zwey- 
te Buch von Apollonius ebnen Oertern, ungleich 
kürzer, und, wenn wir nicht irren, lichtvoller als 
von Simfon vorgetragen. Befonders empfiehlt der 
Verfafler, Lehrfatz 20 und die dazu gehörigen 
Folgerungen und Zufätze der Aufmerkfamkeit des 
Kenners. Fragte diefer überhaupt nach den Ma- 
terien, worin der Verfaffer etwas Eigenthümliches 
und Neues aufgeftellt zu haben glaubt , fo würden 
wir ihm überdies noch nennen:diePrincipien, und 
die Anficht der wiffenfchaftlichen Seite des Lehr- 
gebäudes ; ferner die Beurtheilung von Le Gen- 


*) Apollonius vontPergen ebne Oerter, Wiederherge- 


Dellt von Robert Simfon, Aus dem Liäteiniichen 


überletzt, mit Berechnungen, Bemerkungen und 
einer Sammlung geometrilcher Aufgaben beglei- 
tet, von Johann Wilhelm Camerer. Mit 18 Kupfer- 
tafeln, Leipzig 1796. gr. 8.446. S, 
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dres Theorie der Parallellinien (I. 223), und duer 
Schwierigkeiten in der Lehre vom Berührungswin- 
kel (M-12. A.1.); dieErklärung warum die Thei- 
lung des Winkels in drey gleiche Theile, die 
Kräfte der Elementar- Geometrie überfteigt (H. 30. 
A. 34 deu Vortrag mm Buch, TI. Aufgabe 19, zo, und 
einen grofsen Theil des dritten Buchs. 

Der zıneyte Theil diefes Werks, der zu Micha- 
elis erfcheint, wird den'Befehlufs der Planimetrie, 
vieles aus der geometrifchen Analyfis, und.die geo- 
metrifchen -Unterfuchungen über ifoperimetri- 
fchen Figuren enthalten , und ein’ dritter Theil, 
der die Stereometrie und höhere Geometrie in fich 
faffen foll , diefes ausführliche Lehrgebäude der 
reinen oder eigentlichen Geometrie befchlieisen, 
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DLE PRINCIPIEN. 


[Der Ueberfetzer mufS die, welche diefes Werk ffudiren wol- 
jen, gleich hier darauf aufmerkfam machen, dafs Hr, Le Gendre von 
den Principien der Geometrie, und von der Art, wie das Gebäu- 
de der Wiflenfchaft durch fie begründet wird, eine unrichtige 
Vorftellung zu haben fcheint. Er fagt-in einer der Anmerkungen 
am Ende des Werks: „mein Zweck wird erreicht feyn, wenn 
man finder, dafs alles in diefem Werke aus der einzigen Erklärung 
der geraden Linie, ohne weitere Voransfetzung und ohne irgend 
sine Forderung, fireng bewiefen ift.” In der That finder fich 
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auch-unter Hr. Le Gendres Principien keine einzige Forderung, 
obgleich feit Euklid noch kein Geometer Poftulate entbehren zu 
können glaubte. Allein man wird bald gewahr, dafs der 
franzöfifche Geometer fch hierin nur täufcht, und dafs auch er, 
wenn gleich nicht ausdrücklich, dech filifchweigend vorausfezet 
und fordert, dafs man Punkte, Winkel u. d m. fich vorftellen, 
gerade Linien und Kreife befchreiben, und dergleichen geometri- 
fche Grundvorftellungen mehr müffe eingehen können. Der Ue- 
berfetzer fügt deshalb hinter den Erklärungen noch die Forderun- 
gen hinzu, welche man an jemand, der Geometrie ftudieren will, 
gewöhnlich zu machen pflegt. Nicht als wenn er glaubte dafs 
diefes die geometrifchen Forderungen in ihrer wahren Geftalt, 
und jenes ihre gehörige Stellung fey, fondern weil beydes mit 
dem Herkommen feit Euklids: Zeit übereinflimmt. Die Anficht 
der Principien und die Art, wie man das Lehrgebäude durch fie 
begründer, fcheint dem Ueberfetzer der fehwächfte Theil aller bis- 
herigen Syfteme der Geometrie, und fo auch des unfers Verfaf- 
fers zu feyn, und nach feiner Ueberzeugung einer gänzlichen Um- 
formung zu bedürfen. Hier wat begreiflich nicht der Platz eine 
{olche Uinbildung zu verfuchen ; höchftens durfte fie in zerftreu- 
ten Bemerkungen und Berichtigungen angedeutet werden, indem 
es ganz Zweckwidtig-gewefen feyn würde, wenn der Ueberfetzer 
fich in eine polemifche Materie hätte vertiefgn wollen, die zchö- 
rig ausgeführt, ein eignes Werkchen füllen könnte. Er har fich 
daher bey den Principien mit den unenebehrlichtten Berichtieun- 
gen, Einfchaltungen und Bemerkungen begnügt, die, wenn er nicht 
irrt, hinreichen, den Lefer auf den Standpunkt aufmerk- 
fam zu machen, welchen der Ueberfetzer für den richtigen hält, und 
die überdem dem Anfänger mehr Intrefle für die Piincipien bey- 
bringen, und ihn darin beffer orientiren werden, als die kurzen 
Aphorismen Euklids und LeGendres, Auch glaube der Ucber- 
fetzer dadurch, dafs er einige fruchtbare bisher unbenutzte Prin- 
cipien hier nicht blos aufgeltelle, fondern auch dem Syfteme 
felbft einzewebt hat ‚(befonders folche, worauf die Beurtheilung des 
Schneidens und Berührens beruht,)in dem Lehrgebäude des Hr, Le 
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Gendres eine beträchtliche Lücke ausgefüllt zu haben, von der 
auch kein andres ihm bekanntes Syftem, felbft nicht das Syftem ` 
Euklids völlig frey zu fprechen it. In der fyftematifchen Fol- 
ge bey unferm Verfaffer erwas Wefentliches zu ändern, und Ma- 
terien ganz zu verletzen, hat der Ueberferzer fich übrigens faft 
nie erlaubt, fo rathfam ihm diefes auch hin und wieder zur Vere 
vollkomumnung des Syltems dünkte, Vielmehr hat er alle fein 
‚Bemühen darauf gewandt diefes Wiffenfchaftliche Gebäude, fo 
wie es nun einmal da ftand , befler zu ftürzen und zu gründen, 
und fich beftrebt ohne im Grofsen viel umzubauen, (lediglich 
dadurch dafs er manches ergänzte, einiges Untaugliche wegliefs, 
und im Ausdruck und der Beweisart oft mehr umarbeitete als 
überfetzte) alles noch mehr in einander zu fügen , und abzurun- 
den, womit man freylich bei eigner Begründung eines Syftens 
ehr zu ftande kommen kann, als bey einer fremden Arbeit, in 
der man manches nicht billigt. Zu allem was in Zeichen wie die- 
fen [ ] eingefchioflen ilt bekennt fich 


der Ueberferzer.] 


1. Erklärungen (Definitionen) 


I. 


Die Geometrie ift eine Wiffenfchaft, welche fich 
mit dem Mefien des Ausgedehnten befchäftigt, und ` 
hierin befteht ihr eigenthümlicher Gegenftand. [Oder 
vielmehr, fie ift die Wiflenfchaft des Räumlichen;, der 
Raum und alle Vorftellungsarten und Begriffe, die auf 
demfelben beruhen, machen ihr eigenthümliches Ge- 
bieth aus, und ihr Gefchäft befteht darin, die Eigen- 
fchaften, Beziehungen und Verhältniffe des Räumli- 
chen durch allgemein gültige Schlüffe.zu erforfchen, 

Hi 
A 3 


A noe an E 


2, 


Alles was. ausgedehnt if, hat drey Dimmenfionen, [und 
nicht mehr,] nemlich Läzge, Breite und Höhe oder Dicke, 


[Diefe drey Dimenfionen follen fich nach der gewöhnlichen 
Behauptung von einem Körper nur durch Abfiraktion ablondern 
und für fich berrachten lailen. Allein die Abftraktion ift in der 
"that weder der einzige noch der ax fich erlie und urfprüngliche 
Weg, wie wir zu der Vorftellung der drey Dimenfionen des 
Ausgedehnten gelangen. Um uns einen Körper vorzuftellen , 
müffen wir die Körperliche Geftalr erzeugen , den Körper be- 
fchreiben, und diefe Raumbefchreibung ifft ein zweyter Weg 
wie wir zu der Vorftellung der einzelnen Dimenfionen gelangen, 
den aber die Geometer bey Aufftellung der Principien gewöhn- 
lich überfehn. Und zwar geht auf diefem Wege die Vorftellung 
der einzelnen Dimenfionen der Vorftellung des Körpers vorher, 
[indem wir bey der Raumbefchreibung vom Punkte an- 
fangen, durch Fortbewegung deflelben Linien erzeugen, durch 
Bewegung der Linien Flächen, und durch Bewegung der Flä- 
chen, Körper, . Diefe, Unabhängigkeit und Priorität der Varttel- 
lung des Punktes, der ‘Linie und der Fläche fcheint fchon Enklid 
eingefehn zu haben, wie man aus der Steliung feiner Erklärun- 
gen urtheilen mufs. 

Das Vermögen der Raumbefchreibunz mufs der Geometer 
von jedem, der fich mit feiner Wiflenfchaft befchäftigen: wilt» 
fordern, mithin auch die Vorftellungsarten, welche fie /begrün- 
det, und die Begriffe die fich darauf unmittelbar beziehn. Sol- 
che Begriffe find die der drey Dimenfionen , und die Voritellun- 
gen, welche die folgenden Erklärungen ausfagen , Mee rehen 
deshalb der Geometer fich in keinen Beweis einläfstn d. UJ 


3e 
Die Linie ift eine Länge ohne Breite, 
„Man erhält die Vorftellung derfelben - fagt van Swinden, 
wenn man das Ausgedehnte lediglich in Rückficht feiner Länge 


` 
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betrachtet, ohne auf defen Breite und Dicke zu fehn , alfo von 
diefen beyden Dimenfionen abftrahirt, Andre ftellen fich die Li- 
nie als durch den ferigen Fortgang eines Punkts erzengt vor, 
oder als die Spur eines fortbewegten Punktes.” [ Diefe Vor- 
ftellungsarten find beyde richtig, und man kann beyde Wege 
einfchlagen, um zur Vorttellung der Linie zu gelangen, nur daf$ 
der letzte Weg, durch Raumbefchreibung, wie wir fchon bemer- 
ker. haben an fich der erfte und urfprüngliche ift. Er führe 
nicht nur zu einer ‚ächt geometrifchen , fondern felbft zu der 
urfprünglichen und fundamentalen Vorftellungs - und Erklärungs- 
art der Linie, indefs man auf dem erftern Wege (durch Abftrac- 
tion) nur zu einer abgeleiteten Vorltellung der Linie gelangt, 
Wollen wir uns eine Linie vorftellen, fo müffen wir fie ziehn, 
und das Vermögen dazu fordert der Geometer, daher die letzte 
Erklärung der Linie, die fich auf den eigentlichen Weg bezieht, 
wie wir zur Vorftellung der Linie gelangen, in der Thar die vor- 
züglichere und £ruchtbarere it, wenn gleich viele Geometer zu 


glauben fcheinen, dafs fie höchitens Io mit unter laufen dürfe, 
d, U] 


D 

Die Gränzen oder das Aeußerfte einer Linie, das 

worin eine Linie fich endigt, nennt man Punkte. — 

Ein Punkt ift alfo nach keiner Dimenfion, folglich gar 
nicht ausgedehnt, und hat keine Theile. 


[Der Anfchein von Unbegreiflichkeit weichen der Punkt 
durchdiefe an bei richtige und fruchtbare Erklärung bekömmt, 
an den fich unter andern mehrere Scholaftiker. geftofsen. haben, 
fällt fort, fobald man fich den Punkt als einen Ort im Raume 
vorftellt. Ehr wir eine Linie ziehn können, müffen wit uns ir- 
gend einen Ort vorftellen, von welchem aus wir fie ziehn ; folg- 
lich einen Punkt. Und endigen wir die Linie, fo gefchieht das 
wieder in irgend einem Punkte, Man fieht hieraus dafs die Fähig- 
keit fich Punkte vorzuitellen, fo gut wie die, Linien zu ziehn, 


Fige L 


6 S geiert, 


zu dem gehören müffe, was der Geometer von feinem Lehrling 
fordert, bey ihm vorausfetzt. 


Man bezeichnet gewihnlich einzelne Pankte durch einzelne 
Buchftaben, Linien durch die Buchftaben ihrer Endpunkte, oder 
wenn diefes zur Deutlichkeit nicht hinreicht, durch die Buchfaben 
einiger Punkte in ihnen und der Endpunkte, und Flächen und 
Körper durch die Buchftaben ihrer Eckpunkte, aller oder einiger, 
So fpricht der Geometer von den Punkten A, C, D, von den 
Linien AB, AC, AEB, von der Fläche ACDB u. f. f. oft felbit 
ohne ausdrücklich zu erinnern dafs diefe Buchftaben 


, Punkte, 
Linien , etc, bezeichnen, welches fich dann von felbft verftchr, 


= 


bar, i 


5. 
Die grade Linie ift der kürzefte Weg von einem 


Punkt zum andern, 


Eine Linie, welche keinen graden Theil hat, 


, nennt man eine krumme Linie oder eine Curve, 


Fig, I. 


Gr, 6. 


So z, B, it AB. eine grade, AEB eine krumme, 
dagegen ACDB weder eine grade, noch eine krumme, 
fondern eine fozenannte gebrache Linie, weil fie aus 
lauter graden Linien zufammnengefetzt ift. 


[Die Eigenfchaft der graden Linie, dafs fie von allen Linien 
zwifchen zwey Punkten die kürzeffe ift, hat zuerft Archimeid als 
Princip geometrifcher Beweife aufgeftellt und gebraucht, Hr. Le 
Gendre vervollftändigt im! folgenden den darauf fich gründen- 
den Begriff der graden Linie dahin, dafs zwifchen zwey Punk» 
ten nur eine einzige grade Linie möglich ift, und fucht auf die- 
ten Begriff das Syftem der Geometrie vorzüglich zu gründen, 
Die Einwendung, welche einige (unter ander san Swinden) ge- 
gen die Archimedeifche Erklärung machen, als fetze fie den Satz 
voraus, dafs zwey Seiten im Dreyeck {tets gröfser als die dritte 


find, ift nichtig, Das würde nur der Fall feyn, wann es darauf 


DIE Aë Buch Dee N, A 


ankäme diefe Definition zu beweifen, welches aber jemand, der 
fie unter den Principien aufltellt, nicht Willens feyn kann. 
Die Erklärung welche Euklid von der graden Linie giebt, 
und die nach der gewöhnlichen Ueberfetzung fo lautet; „eine 
Linie die den auf ihr befindlichen Punkten gleichförmig liegt” 
ift fo dunkel, dafs unfer Verfafler fie als nichtsfagend und ohne 
Bedeutung gänzlich aufgiebt. Verftändlicher wird fie, wenn man 
fie mir van Swinden folgendermafsen ausdrückt: — eine grade Li- 
nie ilt die, welche überall auf einerley Art oder gleichförmig 
(zelyklyk) zwifchen ihren Punkten liegt, indefs die kramıne Li- 
niezwifchen ihren Punkten ungleichförmig liegt ;” oder mitSimp- 
fon : „eine Linie welche überall gleichmäfig (evenly) zwifchen ihren 
Endpunkten liegt, oder welche überall’ einerley Richtung hat {which 
every where tends the fame way).” Durch einige Erörterungen 
liefse fich das Dunkel wohl noch vermindern, das auf diefen 
Erklärungen ruht, und welches der holländifche Geometer der 
Einfachheit des Begriffs der graden Linie zufchreibt, Eine gra- 
de Linie ziehn zu können, ift eine Forderung welche der Geome- 
ter an jeden thut, der fich mit feiner Wiflenfchaft befchäftigen 
will. Er ferzt allo voraus, dafs jedermann imBefitz des dazu nö- 
thigen Verfahrens ift, mithin auch der Vorftellung, die fich dar- 
auf gründer, und es kömmt ihm nur darauf an, ein fruchtbares 
Merkmal heraus zu, beben, wodurch fich diefe Vortteliung von 
allen ähnlichen unterfcheidet, Ein folches Merkmal ift allerdings 
das, welches unfer Verfaffer nach Archimeds Vorbild in feiner 
Erklärung der graden Linie aufltell. Nur dafs diefes Merkınal 
nicht fo unmittelbar in dem urfprünglichen Verfahren beym Ziehn 
einer graden Linie zu liegen fcheint, dafs man fich nicht nach 
einem Beweife deflelben fehnen follte, welcher darthäte, dafs jenes. 
Merkmal in diefem urfprünglichen Verfahren gegründer ift, 
und wie es daraus folgt, Unmittelbar aus diefem Verfahren ift 
das zulezt von Simpfon angeführte Merkmal gefchöpft , Einerley. 
heit der Richtung im Ziehn der graden Linie, und zunächft hicr- 
auf fcheint fich Euklid: Definition zu beziehn, welcher der Ue- 
berfetzer deshalb den Vorzug geben würde, liefse fie fich nur 
eben fo klar, faßslich und fruchtbar, als jene Archimedeifche 


` 


ge 


g Be cim iT; 


machen. Das haben aber die Geometer bisher noch nicht ge- 
leitet, und wir müflen daher Hr, Le Gendre loben, dafs er die 
Archimedeifche Erklärung der graden Linie zum Grunde legt’ 
aus welcher er manche Sätze leichter und kürzer beweift, als es 
bisher gefchehn it, gründer fich gleich nicht darauf, wie er 
fagt, einzig und allein fein ganzes Syilem, d U.) 


6. 


Eine Fläche ift etwas das Länge und Ereite, aber 
keine Höhe oder Dicke hat; oder, nach van Swinden 
„eine Ausdehnung, in der man fich lediglich Länge 
und Breite vorftellt, von der dritten Dimenfion, der 
Dicke, aber ganz abftrahirt.” 

Die Gränzen, das Aeufserfte der Fliche, das worin 
die Fläche fich endigt, find Linen, entweder grade 
oder krumme, 

„Man.ficht auch wohl, bewerkt van Swinden ‚die Fläche 
als durch ftetige Fortbewegung einer Linie erzeugt, oder als 
Spur ciner fich bewegenden Linie an;” und dieles ift wiederum 
nicht nur eine ächt geometrifche, fondern auch die urfprüngliche 
und fundamentale Vorftellung der Ebene, von der daffeibe gilt, 


was wir bey der analogen Vorflellungsart der Linie bemerkt 
tE Ze haben Sy d. bi 


Te 
Eine Ebene ift eine Fläche, welche in allen ihren 
Theilen vollkommen eben it, d.h. in welcher jede 
grade Linie, die durch irgend zwey in der Fläche be- 
findliche Punkte gezogen wird, ganz hineinfallt. 
[Kein Theil einer folchen Linie fällt aufserhalb der unbe_ 


gränzten Ebne. Diefes drückt Simpfon auf ein uneigentliche, nicht 
zu billigende Art fo aus: die Linie berühre die Ebene in allen 
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ihren Theilen; ein Ausdruck der keine Nachahmung verdient, 
obgleich er von mehreren Mathematikern in einem ähnlichen Sinn 
gebraucht worden 10, Euklid und mit ibm van Swinden erklä- 
ren die Ebne durch „eine Fläche, welche überall gleichförmig 
rwilchen ihren Gränzen und zwifchen den auf ihr befindlichen 


Linien liegt,” Auch hiervon gilt, was mir oben * bemerkt ha- 
ben. ? "bin, 


8. 


Flächen, worin kein Theil eben it, find krune 
me Flächen, 


Q. 

Ein Körper ift nach allen drey Dimenfionen ausge- 
dehnt, [und jede Ausdehnung, welche Länge, Brei- 
te und Dicke oder Höhe hat, ilt ein Körper, ein körper- 
licher-Rauım, 

Die Grinzen, das Aeufserfte eines Körpers, das wo- 
rin der Körper fich endigt, find Flächen, entweder ebene 
oder krumme.] 

Der körperliche Raum wird befchrieben, und ein‘Körper 
erzeugt durch ftetige Fortbewegung einer Fläche, fo dafs man fich 
den Körper als die Spur einer bewezten Fläche vorftellen kann. 
Und diefes ift wiederum die urfprüngliche Vorftellungsart des 
Körpers, * 

Eine Ausdehnung von mehr Dimenfionen als im Körper ver- 
einist find, giebt es nicht, d u, 


IO, 


[Eine grade Linie wird durch jeden Punkt iz ihr 
(d. h. der zwifchen ihren Endpunkten liegt), in zwey 
Stücke getheilt, welche gzu den entgegengefetzten Seiten 
jenes Punktes liegen und in Rückfieht deflelben eine 


KE, Se 


EB 


Fig. 2. 


Le Wén el, 


entgegengefetzte Lage haben, z. B. AB durch den Punkt 
C in die Stücke AG, CB, welche zu den entgegenge- 
{ezten Seiten des Punktes C liegen, und die grade Lie 
nie DE durch denfeiben Punkt in die entgegengeletzt 
liegenden Stücke DC, CE. 


Grade fo wird eine ÆJne durch jede grade Linie 
in ihr in zwey Theile »getheilt, die zu den eutgegena 
gefetzten Seiten der Linie liegen, und ein Körper durch 
jede Ebne in demfelben in zwey Theile, die an den 
entgegengefetzien Seiten der Ebne liegen.] 


11. 


[ Zwey Linien, welche einen Punkt gemein ha- 


ben, treffen einander, und flofsen in diefem Punkte zta 


Fig. 3. fammen, z.B CA, BA. Genugfam verlängert fchnei- 


Fig. 2. 


den oder berühren De Dech, — Sie fehneiden einander, 
wenn der einen Linie AB Theile, AC, CB, welche zu 
entgegengeletzten Seiten des semeinfchaftlichen Punk- 
tes C liegen, zugleich auch zu den entgegengefetzten 
Seiten der andern Linie DE liegen, — Lägen fie auf 
einerley Seite der Linie DE, fo würden beyde Linien 
fich berühren, wie MN und ABB in Fig. r. 


Eine ähnliche Bewandnifs hat es mit dem Zufam- 
mentreffen, Schneiden und Berühren zweyer Flächen, 


oder einer graden Linie und einer Fläche, } 


Die unter 10. und 11r. aufgeftellten Erklärungen fchlen faft 
in allen geometrifchen Syftemen, auch bey Le Gendre, und find 
als die unentbehrlichften unter vielen andern mangelnden von 


mir eingefchoben worden, d. U. 
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12. 


Wenn zwey grade Linien AB, AC (oder EF, ED) 
einander treffen, fo nennt man die Größe um welche 
fie von einander entfernt findieinen Winkel, Die bey- 
‚den Linien{AB, AC fit, heifsen die Schenkel des 
Winkels, der Punkt A in welchem fie zufammenfofsen 
oder einander fchneiden, die Spitze oder der Scheitel des 
Winkels. — Man bezeichnet einen Winkel entweder al. 
lein durch den Buchttaben feines Scheitelpunkts, z.B. 
LA, LE, oder, wo das zu Zweydeutivkeiten Anlafs 
gäbe, fetzt man zu beyden Seiten diefes Buchftabens 
noch Buchftaben zweyer Punkte in beyden Schenkeln 
hinzu, z. B. ZBAC, ZDEF, doch fo dafs der Buch- 
ftabe am Scheitel mmer in der Mitte eher. Auch be- 
zeichnet man einen Winkel durch einen Buchftaben, 


der zwifchen feinen Schenkeln hinein gefchrieben 
vid aA B,Z®. 


[Da man gewöhnt ift Entfernungen durch Linien zu be- 
ftimmen, und bey Entfernungen an Linien zu denken, fo mufs 
man fich durch Le Gendres Erklärung zu keinem falfchen Be- 
griff vom Winkel verführen laffen, Ein Winkel, oder beftimm- 
ter, ein ebner Winkel, wie man ihn zum Unterfchiede von Flä- 
chenwinkeln und körperlichen Winkeln nennt, ift keine Ausdeh- 
sung, weder eine Linie, noch eine Fläche (wofür ihn wohl eini- 
ge durch Mifsverfland genommen haben, ) fondern die gegenfei= 
tige Lage zweyer fich durchfehneidender grader Linien, oder wie 
man gewöhnlich fagt, die Neigung zweyer folcher Linien; wie, 
wohl diefer letztere Ausdruck auf rechte, ftumpfe und hineinge. 
hende Winkel nicht recht zu paffen fcheint. 


x, Die Gröfse eines Winkels hängt daher lediglich von der 
Gröfsein der Neigung oder vielmehr in der Lage, der bey- 


Fig, Ji 


` 


12 Buch L 


den Schenkel ab, worauf die Länge diefer Linien keinen 


Einäufßs har. 


B, Die Gleickheit oder Ungleichheit zweyer Winkel kann man 
unmittelbar danach beurtheilen, ob fie einander decken oder 
nicht. Wenn man fich vertellt der Scheitel und zweyider 
Schenkel beyder Winkel würden auf einander gelegt; fo fal- 

e len die beyden andern Schenkel entweder auch auf einander, 
oder nicht, Im- eritern. Fall decken fich beyde Winkel und 

#Gr, 9, find gleich. * Im zweyten Dal decken fie einander nicht, 
und find deshalb ungleich. Und zwar VE der Winkel der 
gröfsere, deilen Schenkel die Schenkel des andern einfchlie- 
{sen , wie z.B. ZDEF eröfser it als Z GEF. Der cin- 
fchliefsende Winkel DEF it um den Winkel DEG größer 
als der eingefchlofsne GEF, und diefen heyden eingefchlofs- 


nen Winkeln zulammengenommen gleich. 


~, Ucherhaupt ift jeder einfehliefsende Winkel ACE, als Gan- 


Fig. 4 zes, Allan von ihm eingefchlofsnen um feine SpitzeC aneinan- 
der liezenden Winkeln ACB, BCD, DCE aus feinen 'Thei- 


Gr len zufammengenommen gleich, * d U. 


12. 

Lie 2. [Wenn sine grade Linie AB, von einer andern 

DE in einemPunkte z-B. in C durchfchnitten wird, fo 

bildet ein abgelchnittnes Stügk der einen Linie, z.B, 

CE mit den entgegengeietzt liegenden Stücken CA» 

*E. 2, CB der andern graden Linie * zwey Winkel ACE, 
ECB, welche man Nebemwinkel nennt. 


Nebenwinkel find alfo folche Winkel, deren Schei- 
tel © und einer der Schenkel CE zufammenfallen, 
indefs die beyden andern Schenkel AC, CB in grader 
‚Linie liegen. EE CA 
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14. 
Steht eine grade Linie GH auf eine andre EF fo fig, rg. 
auf, dafs die beyden Nebenwinkel, welche fie mit EF 
bildet gleich find, fo wird jeder diefer beyden glei- 
chen Nebenwinkel HGE, HGF ein rechter Winkel ge- 
nannt.. Die Linie GH fteht dann auf EF im Punkte G 
fenkrecht ; ikt ein Perpendixel auf EF im Punkte G. 


Ein rechter Winkel ift alfo einer von zwey gleichen 
Nebenwinkeln, tind eine fenkrechte Linie eine grade 
Linie, welche auf eine andre unter rechten Winkeln 


auffteht. . 

Winkel:kleiner als ein rechter, ze B. BAC, pennt Fig. g. 
man /bitze,. Winkel gröfser als ein rechter, z. B.DEF, 
ftumpfe Winkel, 

[Im eıften Lehrfarze wird dargethan werden, dafs alle rechte 
Winkel einander gleich find. Wegen der Winkel welche grö- 
fser als zwey rechte Winkel zufammengenommen find, und die 
man mit unferm Verfaffer bineingebende Winkel (angles rentrants 
oder mir andern erbabene Winkel im Gegenfatz der hohlen Win- 


kel nennen kann, vergleiche man die Anm. zu Erkl, 16.] 
A 


F 


[ Alte bis hierher aufzeftellten Erklärungen , Chöchftens die 
letzte ausgenommen) gehören su den wahren Principiew der Geo- 
metrie, da De Vorftellungsarten- betreilen, welche unmitrelbar 
aus der Raumbefchreibung gefchöpft find, und die daher der Geo- 
meter grade fo „wie wir ficin diefen Erklärungen ausfagen,, bey 
jedem, der Geometrie treiben will, vorausferzt und fordeft. ¥* E, z 
Die folgenden Erklärungen ftellen dagegen "Begriffe auf, deren’ 
Gültigkeit erf zu beweifen ift. Denn Ge find nicht wie jene un- 


mittelbar aus der urfprünglichen Vorftellungsart des Ausgedehnten, 


em 


RE? 
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aus derRaumbefchreibung, gefchöpft, die der Geometer poftulirt, 
fondern verbinden Merkmale mit einander, von denen es dieFra- 
ge ift, ob fie fich auch mit einander verbinden laffen, und ob fie 
nicht in diefer Verbindung einander, oder jener urfprünglichen 
Vorftellungsart widerfprechen. Sie gehören zu den abgeleiteten 
Vorftellungen , deren Möglichkeit nnd Gültigkeit erft dann gegen 
Einfprüche gefichert ilt, wenn man fie auf die urfprünglichen 
Vorfteilungsarten zurückgeführt oder daraus abgeleitet, d'h, aus 
den wahren Frincipien bewiefen hat. Sie ftehn daher hier in der 
That an ihrer unrechten Stelle, nnd würden fchicklicher im Fort- 
gang des Sytems, da, wo man die Möglichkeit der Gegenftände, 
die fie erklären darchur, aufgeftellt werden, wie diefes unfer 


„ Vertaffer felbft bemerkt, * Man hat fie daher hier für blofse 


Wort -Erklärungen zu nehmen, die insgefamnt nichts anders aus- 
Sagen, als: „ gefetzt ein folcher Gegenftand, als z. B. Paralletli- 
nien, Dreyecke u. f w) feyımöglich, fo will man ihn mit dem 
angegebnen Namen bezeichnen.” Dagegen gehören die Kreisbe- 
fehreibung und die darauf fich bezichenden Erklärungen des zwey- 
zen Buchs zu den urfprünglichen Vorftellungsarten des Ausge- 
dehnten, die der Geometer von jedem fordert ‚ alfo zu den wah- 
wen Principien der Geometrie, und follten deshalb hier als an ihr- 
rem eigentlichen Platze ftehn, von welchem fie unfer Verfaffer 


gicht ohne Nachtheil für das Syftem fortgehoben hat, 
d Di 


15. 
Wenn zeg grade Linien in einer Ebne fo liegen, 
dafs fie nie zufammenftolsen , fo weit man fie auch 
verlängert , fo find fie gleichlaufend oder parallel, 


Diefe Erklärung der Paraltellinien ftimmt mit der Euklids 
überein, gegen die van Swinden, wie uns dünkt mit Unrecht, 
den Zweifel erhebt, ob wohl darin die Begriffe vom Verlängern, 
ohne Ende und vom Nie zufammentreffen, deutlich genug 
für ein Princip find. Die Frage, welche von den mancherley_ 
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Erklärungen, auf die man die Sätze über parallele Linien zu 
gründen gefucht hat, den Vorzug verdiene, gehört, fo wie die 
ganze Erklärung, nicht hierher , fondern zur Theorie der Paral- 
lellinien. Man findet einiges darüber in den Anmerkungen am 
Ende diefes Werks. de Be 


16. 
[ Jeder völlig begränzte Raum wird eine Figur ge- 
nannt; doch bezeichnet man mit diefem Namen vor- 
zugsweife begränzte Flächenräume, felbft folche, wel- 


che nur zum Theil, nicht ganz, begränzt find. ] 


Eine Ebne, welche nach allen Seiten zu begränzt 
ift, bildet eine ebne Figur, und zwar, wenn fie nichts 
als grade Linien zu Gränzen bat, eine gradelinige 
Figur, die man auch vorzugsweife eine vieljeitige Figur, 
oder ein Vieleck (Polygon) nennt, [wiewohl diefer Na- 
me manchmal. ausfchliefslich gradelinige Figuren von 
mehr als vier Seiren bezeichnet, ] e 

Jede Gränzlinie macht eine Seite, alle zufamnten 
den Unfang ‘der Figur (die‘Peripherie des Vielecks), und 
der Flächenraum den fie rings um gränzen, den (LO 
oder den Flächenraum der Figur aus. 


[Eine Diagonale ift eine grade Linie, die quer 
durch die Figur von einem Winkelpunkt zum ändern 
geht. Soz.B. ftellt Fig. § eine ebne gradelinige Figur 
vor, AB, BC, CD u. f, find ihre Seiten, die zufäm- 
mengenommen ihren Umfang ausmachen, AC eine 
Diagonale, A, B, C, etc. die Winkelpunkte oder Ecken 
der Peng, 

Anmerkung. Um Verwirrung zu verhindern. betrachter 
man in der Geometrie nur Hielecke, welche lauter kohle, herans- 
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‚gehende Winkel (angles faillants) und keine erbabne oder hinein- 
gehende Winkel ( angles rentrants) enthalten, obgleich auch die 
letztern Winkel zur Beflimmung der Lage zweyer fich durch- 
fehneigender Linien gefchickt find , und. in Figuren vorkom- 
* F, 6. men können; Ein Vieleck mir ;Jaurer herausgehenden Winkeln 
SE, ée? it gänzlich convex, nirgends hohl. Eskann von einer graden 
Linie nur in zwey, nicht in mehr Punkten , gefchnitten werden, 
welches bey Vielecken mit hineingehenden Winkeln nicht der Fall 
H (Ueberdem fällt jede Verlängerung der Seiten eines convexen 
Vielecks ganz aufser der Figur , durchfehneider diefe nirgends 
“weiter, indefs die Schenke eines hineingehenden Winkels, wenn 
fie über ihren Seheitelpunkt-hinaus verlängert werden -den Um- 
fang der,.Figur nochmals ‚durchfchneiden. Beyde Eigenfchaften 
kann man zu Erklärungen des convexen Vielecks nutzen. Viele 
Sätze gelten blos für die convexen Vielecke, würden alfo, {chlöfse 
"an die Vielecke mit hineingehenden‘ Winkeln nicht ganz aus, 
«unrichtig feyn , wenigitens befondre Modificationen heifchen, 

und dadurch zu fehr überladen werden. ] 


In den vier erften Büchern diefer Elemente haben wir es 
allein mit ebnen Figuren, und überhaupt nur mit Ausdehnungen 
„dic-in,einerley Ebne gedacht werden, zu thun, [Sie bilden den 
¿eriten Haupteheil der Geometrie, die Planimetrie, deren Name 
darauf hindeuret. ] 


: 17. 
Das dreyfeitige Vieleck, (diejenige von allen Fi- 
G1.6.f.4 guren, welche die geringfte Zahl von Seiten hat wird 
ein Dreyeck, das vierfeitige ein Vierek, das fünffeitige 
‚ein Fünfeck , das fechsfeitige ein Sechseck u. f. f. ge- 
nannt, [indem in jeder gradelinigen Figur die Menge 
der Winkel (Ecken) mit der Zahi der Seiten überein- 


stimmit.]} 
3 Von 
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Von den Seiten deier Vielecke, welche als Sehen- 
kel zu einem Winkel gehören, fagt man dafs fie den 
Winkel einfehliefsen, ihn umfpaanen; von den Winkeln 
felbft, dafs fie an delen Seiten anliegen. Im Dreyeck, 
wo an jeder Seite zwey Winkel anliegen, jagt man 
vom dritten nicht anliegenden Winkel dafs er und die 
Seite einander gegenüber flehn. 

So z. B. itehn im Dreyeck ABC die Seite AB und der Win. Fig, g. 
kel C, ferner BC undA, undACundB einander gegenüber, Die 


Seiten AB, AC /chliefsen den Winkel A ein, und A und B find ~ 
die an der Seite AB anliegenden Winkel. ] 


18. 

Ein Dreyeck ift gleichfeitig, wenn es lauter gleiche 
Seiten hat, gleichfehenklig (ifofcele) wenn es zwey Fig. $, 
gleiche Seiten, wngleichfeitig (fcalene) wenn es lauter Fig. 25. 
ungleiche Seiten hat. en 

Ein rechtieinkliges Dreyeck hat einen rechten Win- 
kel, Die Seite deffeilben, welche dem rechten Winkel 
gegenüberfteht, nennt man die Aypotenufe, [die bey. 
den an dem rechten Winkel anliegenden Seiten, wel- 
che die Schenkel des rechten Winkels ausmachen, die 
Katheten des rechtwinkligen Dreyecks.] So z. B. ift 
DEF ein bey E rechtwinkliges Dreyeck, DF deffen Fig.30 
Hypotenufe, und ED, EF find deffen Katheten. 

Ein Dreyeck worin ein fiumpfer Winkel vor- Fig. 2a 
kömmt, ift flumpfwinklig. Enthält das Dreyeck Bi Ae 
nichts als fpitze Winkel, fo ift es Jbitzwinklig, DES 

Man pflegt irgend eine Seite des Dreyecks als Grundlinie, 
und den ihr gegenüberftehenden (nicht in ihr liegenden) Win- 
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kelpunkt, als Spitze des Dreyecks anzufehn. Welche} das ite 
gleichgültig. Nur nimmt, man im oleichfchenkligen Dreyeck 
mehrentheils die ungleiche Seite für die Grundlinic, 


19. 
Unter den Vierecken find folgende zu bemerken: 
Fig. 9. Das Quadrat, welches lauter gleiche ‚Seiten und 
lauter rechte Winkel hat; 
Der Rhombus (lofange, die Raute) deffen Seiten 
gleich, deffen Winkel aber keine rechte find; 


Fig. 11. 


Fig. 10. Das Rechteck ,defflen Winkel insgefammt rechte, 
deffen Seiten aber nicht gleich find; 


Das Parallelogramm , deffen gegenüberftehende 
Seiten parallel laufen [und das, wenn es weder glei- 
Fig, 12. che Seiten noch rechte Winkel hat, ein Räomboides 
genannt wird. ] 
Das Trapezoid, welches zwey gleichlaufende und 
Fig. 13. zwey nicht parallele Seiten hat; und das Zrapezium, 
mit welchem Namen man alle Vierecke mit ungleichen 
Seiten, wovon kein Paar parallell läuft, belegt; ein 
Sprachgebrauch vor dem unfer Verfafler zwar ab- 
weicht,indem er dasjTrapezoid ein Trapezium nennt, 
und für diefes kein Kunftwort aufftellt, den ich aber 
der Bequemlichkeit halber beybehalte. 

Anmerkung, Le Gendre bemerkt hierbey, dafs man in 
den Erklärungen des Quadrats und des Rechtecks att vier rechte 
eigentlich vier gleiche Winkel fetzen follte. Denn, fagt er, dais 
die Winkel eines Vierecks insgefammt rechte feyn können, und 
dafs alle rechte Winkel gleich find, iit etwas , dafs man niche 


vorausfetzen, fondern beweifen müfste. Diefen; und ähnlicher 
Zustand würde man vermeiden, wenn man die Erklärungen, 
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nicht, wie es gewöhnlich ift, [und wozu Euklid vielleicht nur 
durch die unbehülfliche Form der damaligen Bücher veranlafßst 
wurde,] an die Spitze jedes Buchs , fondern unter die andern 
Sätze, wo das, was fie vorausferzen , fchon dargerhan ift, 
ftellte, 

Auch fchlägt unfer Verfaffer noch vor, die gar zu langen 
Kunftwörter Parallelogramm, und Parallelepipedum, die ihrer 
Etymologie nach ohnedem jede Figur mir parallelen gegenüber- 
ftehende Seiten oderSeitenflächen, ihre Zahl fey welche fie wolle? 
bezeichnen, mit anderen zu verwechlelu, wozu er Rbembas und 
Rhontbeides für fchicklich hält. Aber diefer Vorfchlag kann wohl 
nicht ernitlich gemeint feyn, denn zu was für einer Verwirrung 
würde das nichr führen, da diefe letztern Kunftwörter fchon ei- 
ne ganz andre Bedeutung haben, ` d u, 


` AON 
e, Ein Vieleck ift gleichfeitig, wenn es lauter gleiche 
Seiten, gfeichwinküig, wenn es lauter gleiche Win- 
kel hat. 


B, Zwey Vielecke find dagegen untereinander gleichfeie 
tig (&quilatöraux entre eux), wenn die Seiten des 
einen, den Seiten des andern, in derfelben Folge 
gleich find; d.h. fo, dafs wenn man in beyden 
Vielecken die Seiten von zwey die einander gleich 
find an, der Ordnung nach zählt , in beyden auch 
die zweyten, die dritten, die vierten Seiten u, Lw, 
gleich find. — Grade fo find zwey Vielecke unter 
fich gleichwinklig, wenn die Winkel des einen den 
Winkeln des andern in derfelben ‚Folge gleich 
find. [Diefe abkürzenden Kunftwörter find zwar 
bey uns ungewöhnlich, dem Geilt unfrer Sprache 

B2 
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aber nicht entgegen, daher ich glaubte fie beybe- 
halten zu dürfen. ] 

y, Bey zwey WVielecken von deier Befchafenheit 

“werden nicht nur im erften Fall die gleichen Sch 
ten, fondern auch die von gleichen Seiten einge- 
fchlofsnen Winkel, und im zweyten Fall nicht 
nur die gleichen Winkel, fondern auch die an 
gleichen Winkeln in beyden anliegenden Seiten, 
ähnlichliegende , gleichnamige oder homolege Stücke 
genannt, 


2I. 


[Wenn alle Punkte in einerLinie einer oder meh- 
reren gegebnen Bedingungen entfprechen, (und zwar 
nur die Punkte in ihr, kein Punkt aufser ihr, 3 fo 
nennt man diefe Linie in fo fern den geometrifchen Ort 
für diefe Bedingungen, oder für die Aufgabe in welcher 
diefe Bedingunge vorkommenn; auch wohl den geome= 
trifehen Ort des Punktes, der den Bedingungen oder der 
Aufgabe entfpricht. So z. B. ift die Kreislinie, ihrem 

sit E, Begriff gemäfs, * der geometrifche Ort eines Punkts, 

Fig. 45. der von einem gegebnen Punkt C um die gegebne gra- 

de Linie CA abfteht, oder der geometrifche Ort für 

die Aufgabe, welche nach einem folchen Punkte Get: 

Denn jeder Punkt in ihr ift der gefuchte Punkt, und 

kein Punkt aufser ihr thut der aufgeftellten Bedingung 

genüge. Man ficht hieraus leicht in wie fern auch ei- 

ne Fläche oder ein Körper ein geometrifcher Ort feyn 

kann, Nemlich nur in fo fern alle Punkte in ihnen, 

‚und kein Punkt aufser ihnen, gegebnen Bedingungen 
enifpfechen. 
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Die gräde Linie und der Kreifs: werden ausfchlie- 
Ssungsweile ebe Oerter genannt. 

Ueber diefe ebnen Oerter hatte einer der vorzüglichften Geos 
meter des Alterthums Apollonius von Pergä ein befondres Werk 
gefchrieben, wovon aber nur einzelne Sätze auf uns gekommen 
find. Aus diefen hat ein Schortifcher Mathematiker Robert Simfon 
(der mit unferm Thomas Simpfon nicht zu verwechfeln ift) die 
Schrift des Griechen wieder hergeftellt. -Die deutfche Ueber- 
ferzung diefer Wiederherftellung durch Hrn. Camerer (Leipzig 
1796.) it gemeint, fo oft ich Apollonius ebne Oerter erwähne. 
Dafs ich aber diefe Begriffe mit in die Elemente einwebe, wird 
man bey einer kleinen Ueberlesung nicht mifsbilligen,, obgleich 
ich fie in keinem der Lehrbücher, de mir vor Augen liegen, mit 
aufgenommen finde, d U 


22. 


Erklärung der abkürzenden arithmetifchen Zeichen, 
die im folgenden gebracht werden. 

Das Zeichen der Gleichheit ift = daher A=B be. 
deutet, dafs die Größe A der Gröfse B gleich ift. 

Durch das Zeichen A < B zeigt man ar, dafs A 
kleiner als B, durch A >B, dafs A gröfser als B ift, 

Das Additions- oder Summenzeichen it + . 

Das Subtractions- oder Differenzzeichen —, So 
o, E. bedeutet A -++ B — C dafs man A und B zufam- 
mennelimen, und von diefer Summe C abziehn foll. 

Ein blofser Punkt . oder ein X ift das Multiplica- 
tions- oder Produktenzeichen. So z: B. bedeutet 
A-+-B).(A—C) das Produkt aus der eingeklammer- 
ten Summe und Differenz, und AB X BC das Produkt aus 
den beyden Linien AB, BC, [Was dies aber fagen 
will, und in wiefern diefes letztre Zeichen den Inhalt 
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des Rechtecks aus den beyden Linien AB, BC bedeutet, 
wird im dritten Buche auseinander gefetzt werden. 
Zahlen als Multiplicatoren fetzt man häufig vor andern 
Zeichen ohne Zwifchenzeichen, Soz, B. beteutei 3AB dafs 
man die Linie AB dreimal nehmen foll, und ı Ab oder 
AB, dafs man die Hälfte deier Linie fetzen mufs. 

[ Ein Produkt von lauter gleichen Faktoren, heifst 
eine Potenz; die Anzahl. der gleichen Faktoren giebt 
den Grad der Potenz, Das Zeichen a? bedeutet die 
zweyte Potenz oder dieQuadratzahl von a; a3 die drit- 
te Potenz, Oder die Kubikzahl von a, u. E Auf die- 
felbe Art bedeutet AB? das Produkt aus zwey gleichen 
Linien, nemlich ABXAB oder die zweyte Potenz der 
Linie AB; AB? das Produkt,aus drey gleichen Linien 
ABXABXAB:. oder de dritte Potenz von AB. u, f, f. 

Was diefes aber für einen Sinn hat, und in wie 
fern AB? Aen Inhalt des Quadrats und AB3. den inhalt 
des Kubus über die Linien AB bedeutet, das werden 
wir in der Folge fehn, 

Das Zeichen Y bedeutet ene Quadratwurzel; Y3 
die Quadratwurzel aus 2, [d. h, die Zahl. die mit fich 
feibft multiplicirt 2 zum Produkt giebt. ] Eben fo ift 
y A.B die Quadratwurzel aus dem Produkte A.B 
oder di mittlere Proportionalzahl zwifchen A und B 
[und JA die Kubikwurzel aus A, das heifst eine Grö- 
{se wovon drey in einander multiplicirt, zum Produkt 
A geben.] 


[Das Zeichen Z., einem oder mehreren Buchftaben 


vorgefetzt, bedeutet einen Winkel; ein; einzelnes R, 
einen rechten Winkel.] 
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23. 

[ Erinnerung an die wichtigften arithmetifchen Sätze 
über Verhältniffe und Proportionen. 

Der Ueberfetzer fchaltet diefe Sätze welche Le Gendre als 
“bekannt aus der Arithmetik vorausfetzt, hier cin, um das Stu- 
dium diefes Werks fo viel, wie möglich, zu erleichtern, vnd 
wird in der Folge ftets durch das Marginal V. auf fie verwielen 
Sollte ein Lefer, bey der Kürze, womit fie abgeleitet werden 
anftofßsen,, fo verfpare er diefe Erinnerung bis zu den letzten 
Sätzen des zweyten Buchs, wo zuerft von Verhältniffen gehan- 
delt wird, und wo man durch den Gebranch derfelben und durch 
das, was dort fteht, fich die Sätze geläufig machen, und fich 
in den Geift der Sache gehörig einweihen wird, Uebrigens werden 
überall in diefem Werke, wo von Verhältniffen und Proportio- 
nen die Rede it, fogenannte geometrifche Verhältnifle und Pro- 
portionen erftanden, Das Zeichen’ diefer Verhältnife Gnd zwey 
fenkrecht übereinanderftehende Punkte `. welche man zwilchen die 
Zeichen des Vorderglides, und des Hintergliedes eines Verhält- 
nifles fetzt, Z, B. 4:8. 

3. Das Verhältnifs zweyer Größen azu D beruht auf 
die Voritellung wie oft die erftere a (das Vorderglied), 
oder ein beftimmter Theil derfelben, in der zweyten 


b (dem Hintergliede) enthalten ift. 


Die Zahl, welche diefes angiebt, wird der Exponent 
der Verhältniffes genannt. Sie macht das Weien des 
Verhältnifles aus; man erhält fie allemal, wenn man 
das Hinterglied durch das Vorderglied dividirt; (fo 
if derExponent des vorigen Verhältniffes X N und fie 

- a 
kann fowohl eine ganze Zahl, als ein Bruch Sch auch 


eine Irrationalzahl feyn, d.h, eine Gröfse die fich durch 
die Einheit und deren Theile nicht genau ausdrücken 
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läfst, in welchem Fali das Verhältnifs ein irrationales 
Verhältnifs genannt wird. 

Bey 4:8 mufs man alfo das Verhältnifs der Zahl 4 zur, Zahl 
$ fich vorftellen, d, h. fich denken , wie oft das Vorderglied 4, 
oder ein beftimmter Theil deffelben,, im Hintergliede g enthalten 
ift. Die Zahl welche diefes ausfagt, 2, ift der Exposent diefes 
Verhältniffes, Beym Verhältni® 6: roift der Exponent i> mis 


3 
und diefes zeigt an, dafs der dritte Theil des Vorderglieds 5 mal 
gefetzt, das Hinterglied giebt, Beym Verhältnifs 2 x d 3 ift der 


Exponent Vs und zeigt an, dafs die Hälfte des Vorderglieds fo 
gefetzt, wie in y3 die Einheit gefetzt ift, das Hinterglicd 
giebt. 


Grade fo bedeutet AB: BC oder ZA : ZB das Verhältnifs 
der Linie AB zur Linie BC, oder des Winkels A zum Winkel B, 
und diefes Verhältnifs beruht auf die Vorftellung der Zabl, wel- 
che angiebt, wie oft die Linie AB, oder der Winkel A, oder 
wie oft ein beftimmter Theil derfelben, in der Linie BC oder dem 
Winkel B enthalten ift, das heifst auf die Vorftellung des Expo- 
nenten, 
e, EE gleichartigen Gröfsen findet eiñ Ver- 
hältnifs ftatt, alfo nur zwifchen Zahl und Zahl, 
Linie und Linie, Winkel und Winkel u. {.f, 


B, der Werth eines Verhältniffes a:b wird nicht ver. 
ändert, wenn beyde Glieder durch einerley Grö- 
fse multiplieirt, oder beyde durch Ge dividirt wer- 
den. Denn der Exponent bleibt nach wie vor der- 


; bm "8 b MN 
felbe, da —— = O ul. 


a. Alle Vergleichung‘ der Verhältniffe untereinander 
beruht auf die Vergleichung ihrer Exponenten, indem 
diefe das Weien der Verhältniffe ausmachen. Zwey 
Verhältnifle a:b und c;d fnd gleich oder ungleich, 
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und das erftere gröfser oder kleiner als das andre, je 
nachdem ilre Exponenten a > = gleich, oder jener 
gròfser oder kleiner als dieler find. 

Gleichheit der Verhältniffe wird Proportionalität ge. 
nannt, und durch das Gleichheitszeichen =, welches 
man zwifchen die gleichen Verhäitniffe fetzt, bezeich- 
net. Gröfsen, deren Verhältniffe gleich find, find 
einander proportional, bilden PFoportionalgröfsen. 

It alfo a:b=c:d=e: f, fo hid die fechs Gröfsen abis f 
Proportionalgröfsen, und e,f find den Gröfsen c,d und a, b (oder 
nach Umftänden auch die Hinterglieder b, d, f£, den Vorderglie- 
dern a, c, e) proportional, Diefe find dan gleich “oft in jenen 


enthalten , indem die Exponenten diefer gleichen Verhältniffe 


l 1 
I m CC? = Wi , gleich find, oder, fo oft a in benthalten ift, 
a c e a 


ilt c in d und ein f enthalten, und fo wie b aus a durch Multi- 
plication entfteht, fo entfteht d aus c und fause. Auf fo ver- 
fchiedne Art läfst fich diefes eine Zeichen 'überferzen, 

(Eine unmittelbare Folge hieraus ift, dafs wenn a: b = 
ac atd, dieGröfsen b, c, d, gleich feyn müffen, indem 
fie als Hinterglieder. gleicher Verhältniffe .diefelbe Gröfse gleich 
oft in fich enthalten *; und dafs eben fo, falls a: b= cz b = d: b 
ift, die Gröfsen a, c, d, welche in derielben Gröfse d gleich oft ent- 
halten find, gleich feyn mülfen.) 

Grade fo bedeutet AB:BC= ZA: ZB, daß die Linien AB, 
BC und die Winkel A, B, cinerley Verhälmifs unter einander 
haben, oder proportional find, das heifst, dafs der Winkel A oder 
ein beitimmter Theil diefes Winkels eben fo oft im WinkelB ent- 
Halten ift, als die Linie AB oder derfelbe Theil diefer Linie in der 
Linie BC. -Gewöhnlich wird ein folches Zeichen fo in Worten 
überfetzt : „die Linie AB verhält fich zur Linie BC , wie der 
Winkel A zum Winkel B.” 

Le Gendre bedient fch um die Proöportionalität oder die 
Gleichheit der Verhältniffe zu bezeichnen des unter den Englän- 


YGr.2.,y 


GU2 o 


ZCGr 2. 
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dern gebräuchlicheu Zeichens zz, Allein ich ‚bin bey dem ge- 
wöhnlichen Gleichheitszeichen = geblieben, weil diefes den wah- 
ren Begriff der Proportionalität, Gleichheit der Verhälthiffe, uns 
immer vor Augen hält, und dadurch die richtige Vorftellung er, 
eichtert. 

3. Zwee gleiche Verhältniffe werden Ans befondre 
eine Proportion.genannt, wie zum Beyfpiela:b=c:d, 


In jeder Proportion find.alfo die Exponenten beyder 


d 
Verhältnifle gleich oder eer? 
- a CG 


3 h 
œ, Folglich ift auch in jeder Proportion —'© 


= d*, welches die Regeln angiebt, wie mam 
zu drey gegebnen Zahlen a, b, c, die vierte Pro- 
portiona'zchl d finden kann. Sind in zwey Pro- 
-3 portionen, die -drey een Proporiionaigröfsen. 


gleich, fo mis es auch die vierte feyn. 


Ba Ferner it in jeder Proportion b.c=a.d* oder 

,. — dat Produkt der innernGheder b, c, dem Produkt der 
änfern Glieder a, d gleich. Auf diefe Art läfst fich 
alfo aus jeder Proportion eine Gleichung zwilchen 


den proportionalen Gröfsen ableiten. 


oe Sind umgekehrt zwey Produkte, deren jedes aus 
zwey Faktoren befteht, gleich, b.c=a.,d, fo 
bilden die vier Faktoren eine richtige Proportion, 
a:b = c:d, wozu das eine Produkt die, äufsern, 


das andre die innern Glieder hergiebt., Denn ans 


b d %*, 
der Gleichung folgt dafs een rale ele, 


lich beyder VerhältniffeExponent gleich, alfo die 
Proportion richtig ift. 
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e It a> bunde <d, ams A b=erd 


feyn. Denn dann ift ı > und 1ı<— C beyde *Gr.2.% 
Verhältniffe a:b und cd haben alfo ungleiche 
Exponenten. Führt mithin irgend ein Satz zur 


Behauptung des Gegentheils, fo it er ungereimt. 


e, Ifta:b =c:d fo mufs, wenn a= b gefetzt wird, 
auche=dfeyn. Die beyden erften und die bey- 
den letzten Gröfsen ftehn dann beyde im Verhält» 
nifs der Gleichheit. 


4. Auf die Eigenfchaft der Proportionen, dafs das e 
Produkt der innern Glieder dem Produkt der äuisern 
Glieder gleich it, beruht die leichtefte Methode die 
Richtigkeit einer Proportion zu prüfen, und fich von 
der Gültigkeit der Ableitung einer Propertion von einer 


oder mehreren richtigen Proportionen zu überzeugen. 


e, Aus jeder Proportion laffen fich durch botze Ver- 
fetzungen, oder auch durch homologe Addition 
und Subtraction der Glieder, sadre Proportionen 
ableiten, von denen ich hier nur einige die am 
häufigften vorkommen anführe. 

ZE ar Die, d Terre be = ad 
fo it auch a:c=b:d indem dann ch =ad; 
ei ae BS Des 
etc, 
fo dafs es alfo erlaubt ift in jeder Proportion un- 
befchadet der Proportionalität die mitslern Glieder 
mit einander zu versaufchen, die Verhältnifle umzus 


kehren etc, 


°Gr.2.8 


YGr.2 œ 


B ie i “Tl. 


fi, Ferner ift dann (weil be = ad ift) 


a+b:b=c+d:d indem be+ bd=ad+ bd 


a—b:b=c—d:d indem be — bd = ad—bd 


apa bic :c-Hd indem ac -4 be = acad 


‚asa—b=c:c—dinden ac — be = ac—ad 


a :b=a #c:b+dindem ab 4+ be = ab + ad 
a:b=a—c:b—dindm ab—be=ab— ad 
ı:b=c—a:d—bindem be—ab = ad= ab 


etc, 


y, Hat man mehrere gleiche Verhältniffe 


a:b=c:d=e:f ete. * mithin EI Horik mi 


fo ift das Verhältnils der Summe der Vor derglieder zur 
Summe der Hinterglieder ebenfalls jedem diefer Vera 
hältniffe einzeln genommen ‚gleich, z. B. 
a+cte:b+dY+f=a:b 

indem ab +-cb+eb=ab+ad-+afif. 


ò, Sind mehrere richtige Proportionen gegeben, 


a:b=c:d mithin be = ad 

er touch Ann fe eh 

f:k=k:g mithin kk = fg 

fo: folgt durch Zufaismenfetzung diefer Proportionen 
(d. h- indem man die Produkte der erften, zwey, 
ten, dritten, vierten Glieder, wie fie unter einans 
der ftehn, nimmt, und dabey die Faktoren fortläfst, 
die zugleich im erftem und zweyten \ oder zu- 
gleich im dritten und vierten Prodükte vorkom- 
men), aufs neue eine richtige Proportion ae: bk — 
ck : dh indem dann be.fg.kk=ad.ch,fg* alfo 
bk.ck = ae.dlh ift *. 
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Auch folgt umgekehrt aus der Trennung zmweyer 
Proportionen (indem man die elen, zweyten, drit- 
ten, vierten Glieder in einander dividirt)aufs neue 
eine richtige Proportion. So folgt aus den bey- 


den erften der gegebnen die richtige Proportion 


Gët AS Sek: A be ad ZE WG 
Ware", ër WË T dann = at ra 


e, Eine Proportion bleibt alfo auch richtig, wenn 
man alle Glieder derfelben zu einerley Potenzen er- 
hebt, oder aus den Gliedern Wurzeln von gleichen 
Graden. zieht. (It 
a:b = c:d mithin be = ad, fo ift auch 
an: bn — EH: dn da bn, en = an. dn * und WE 
Bai Da b = Da ei DW ddafvb, De = a. i. 
Eé Sind die Vorderglieder einer Proportion, den Vor- 
dergliedern einer andern Proportion gleich, {o find 
die Hinterglieder proportional: 
Ita:b=c:d mithin be= ad 
unda:e=c:f mithin ec = af 
fo it bie=d:findem ed = bf 
weil ec.ad= be.af * 
auch a:b Fe=c:d Ffindem be F ec=ad Faf, rä 
Grade fo find die Vorderglieder proportional, wenn 
die Hinterglieder untereinander gleich find, 
Sind dagegen die änfsern oder die mittlern Glie- 
der untereinander gleich fo find die nichtgleichen 
Glieder verkehrt proportional: 
it a:b= ce:d mithin be=ad 
und a:e=,f:d mithin ef= ad 


fo itb:e= f:c indem be = ef* 
E Gra. 


39 guvc# kb 


„ñ, Endlich find gleiche Vielfache der Vorderglieder 
und irgend andre der Hinterglieder einer richti- 
gen Proportion, wiederum proportional; oder 
ita:b=c:d mithin be = ad fo ift auch 
am:bn=cm:dn indem bn.cm= am, dn 
5. In einer fetigen Proportzon find die mittlern Glie- 

der einander gleich a:b = b:c. Das letzte Glied wird 

die dritte, das zw eye die mittlere Propartionalzahl ge- 

*ß nannt, Da b2 = ac*, fo ift die mittlere Proportional 
*G. 2.5 zahl zwifchen aundc, dafs heifstb = Yac* 

Bey drey gleichen feigen Verhältniffen a:b = 

b:c= cid find zwiichen den äufsern Gliedern a und d 

zwey mittlere Proportionalgröfsen, bey vieren drey u, f.f. 


Von zwey mittleren Proportionalgröfsen 20 die eıfte 


3 TER TEE EFT 
bs Ai 89... Denn da ep en. 
yalı F b S a 3 
ENTER 
b c a 


6. Verhältniffe werden zufammengefetzt, wenn man 
fich die Produkte ihrer Vorderglieder und ihrer Hin- 
terglieder im Verhältnifle denkt. DieZeichen A:B = 
(a:b) + (e:d) + (e:f) bedeuten das. Verhältnifg 
A zu B {ey zufammengefetzt aus den drey eingeklam- 
merten durch —- verbundnen Verhälniffen , folglich 
A:B= ace: bdf, > 

Ift umgekehrt ein Verhältnis A : B dem Verhält- 
nife zweyer Produkte ace ` bdf von gleich viel Fakto- 
ren gleich, {o läfst jenes Verhältnifs fich aus dem Ver- 
hältnifs der einzelnen Faktoren zufammen fetzen. 

Ein Verhältnifs A:B, welches aus zwey' gleichen 
Verhältniffen (a:b) zufammengeletzt it, ift noch ejna 
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mal fohach als diefes Verhältnifs, welches man fo be- 
zeichnet A:B=2(a:b), da denn A :B= aa; bb, 


Eben fo Der man das Verhältnifs A: B fey dreymal, 
viermal., . fo hoch als das Verhältnifs azb , wenn es 
aus drey, ‘vier ... folchen gleichen Verhältniflen' zu- 
fammengefetztit, Dann it A:B=3 (a:b) = a°:b 
oder A:B=4(a:b)=at:b#t ete. 


o Wenn fich von drey Gröfsen a, b, c, die erte 
zur dritten, wie der Unterfchied der beyden erften 
zum Untesfchied der beyden letzten verhält, das heifst 
a:c=b—a:c—b, fo fast man, dafs diefe Gröfsen 
harmonifch- proportional find. Diefe Benennung dtamint 
von den Griechen her, und hat Aren Grund darin, dafs 
die Längen drey gleich dicker und gleich gefpannter 
Seiten, welche in der gröfsten Harmonie, (derOktave, 
Quinte und Quarte) tönen-follen, fich wie die Zahlen 
35 456 verhalten müffen. Diefe Zahlen find weder 
in arithmetifcher,, noch ‚in, geometrifcher Proportion, 
Sondern haben die hier erklärte Abhängigkeit, 3:6 = 
4—3:6— 4; daher man umgekehrt diefes Verhalten 
das harmonifche genannt hat. 


Von diey harmonifch proportionalen Gröfsen muf3 
die mittlere b, gröfser als die eine der äufsern und 


kleiner als die andre feyn, 


Da fie fo von einander abhängen, dafs e. (b —a) 
=a(c—b)ift, und diefe Abhängigkeit, auch zwi- 
fchen den Produkten drey folcher Gröfsen in derfelben . 
Zahl d, (oder zwifchen ihren Quotienten durch d Gart 
findet; fo find auch alle folche Producte oder Quotien- 
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ten harmonifch proportionaler Gröfsen, harmonifch 
proportional. 


IB das Mittel zwifchen A und C (alfo B — A 
= C— B) fo find die Produkte A.B,A,C,B.C 
harmonifch - proportional. Und nimmt man zwifchen 
zwey Zahlen m, n das arithmetifche Mittel a, und die 
mittlere harmonifch- proportionale Zahl h, fo bilden 

‚ diefe vier Zahlen eine richtige Proportion, oder es ift 


m:a=h:n 


Diefe wenigen Sätze reichen völlig hin, um das, 

"was in dielem Werke auf die Lehre von den Verhält- 
niffen und Proportionen gebaut wird, ohne Anftofs zu 

verftehn, Die ganze Materie ift arithmetifch und. un- 

fer Verfafler verweift nieht mit Unrecht wegen ilırer 

auf die Lehrbücher der Arithmetik. Bequem ift es in- 

- defs die Quinteffenz jener Lehren hier beylammen zu 
haben, und diefe Einfchaltung wird dem Lefer bey 

der Befchäftigung mit dem drittenBuche, von grofsem 


Nutzen feyn. CEO 


I Grundfätze (Axiome) 


I. 

Zwey Gröfsen "de einer dritten gleich find , find 
untereinandenfelbft gleich. Auch find zwæey. Verbale. 
niffe untereinander gleich, wenn beyde einem dritten 
Verhältniffe gleich find, indem ihre Gleichheit von 


* V- 1. der Gleichheit der Exponenten abhängt. a 


m 


2e 
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2. 

e, Wenn zu gleichen Gröfsen gleiche hinzugefürt wera 
den, fo find die Summen gleich, Ift z. B, A = 
B + C und D = B — C, foit A+ D=2R, 

£, Wenn von gleichen Gröfsen gleiche himeeggenoma 
men werden, fo bleiben die Refte gleich, So z.B 
ift im vorigen Fall A — D = 2 C, | 

o, Gleiche Gröfsen mit gleichen multiplieire, oder 
durch. gleiche dividire bleiben gleich, Ift z. B. 
A=B-+C, fo bleibt auhA.M=B,M+ 
C.M 

ò, Alfo find auch Potenzen von gleichem Grade aus 
gleichen Gröfsen, gleich; und eben fo Wurzeln von 
gleichen Graden aus gleichen Gröfsen. Ift z. B. 
A = B, ío it auch A2 = E2und YA = VB. 

e, Wenn A >B ift, fo ift auch A+C>B-tCound 


A B 
A—-C>B-—C,auchA,M>B,Mund— > —* 
ZS B > M M 


Ze 
Zwey Gröfsen, weiche einerley dritte gleich oft 
enthalten, oder in einer dritten gleich oft enthalten 


find, find gleich 


4. 
Das Ganze ift gröfser als fein Theil, 


5. 


Das Ganze ift der Summe aller feiner zufammen- 


gehörigen Theile gleich. 


C 
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[ Diefes Dud insgefammt arithmetifche Grundfätze, deren 
Zahl fich noch beträchtlich vermehren liefse. Von den folgemden 
eigentlichen geometrifchen finden fich bey Le Gendre nur der 
fechfte und neunte, die, wie cr behauptet, hinreichen, das fol- 
gende Sytem zu begründen. Die übrigen, fo wie die unmittel- 
baren Folgerungen aus dem fruchtbaren fechften Grundfatze , 
habe ich, weil fie für das Syftem unentbehrlich find, hinzu- 
gefügt.] d. U 


& 


Von einem Punkt läfst fich zu einem andern nur 
eine einzige grade Linie ziehn. 

[ Daraus fliefsen unmittelbar folgende Sätze, die 
bey unferm Verfafler völlig fehlen : 

1) Durch zwey Punkte wird die Lage einer graden Li. 
nie völlig beflimmt, und eine grade Linie in der Zwey 
Punkte bekannt find, ift Arer Lage nach gegeben, 
Sind ihre Endpunkte bekannt, fo ift fie auch der Gröfse 
nach gegeben. 


2. Zwey grade Linien, welche zwey Punkte gemein 
haben, fallen in einander, haben alle ihre Punkte mit 
einander gemein, und bilden nur eine einzige grade 
Linie. Dafs diefes in ihrer ganzen unbegsänzten Aus- 
dehnung gefchehen müffe, beweift unfer Verfafler im 
dritten Lehrfatz. — Sind die beyden gemeinfchaftli- 
chen Punkte ihre Endpunkte, fo decken fich beyde 
grade Linien völlig. Daraus folgt: 

3. Dafs zwey gleiche grade Linien fich decken, d. h, 
wenn man fie fo aufeinander legt, dafs zwey ihrer 
Endpunkte zufammen fallen, fo fallen auch die beyden 
andern Endpunkte aufeinander, 
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4. Zwey grade Linien die fich fchneiden, kön- 
nen aufser, dem einzigen Punkte, worin fie zufam. 
mentreifen, (ihrem Durchfehnittspunkte,) nichts 
weiter mit einander gemein haben, 

5. Zwey grade Linien können keinen Raum einfenlie 
Iren, Denn follten fie einen Raum einfchliefsen, fo 
müisten De fich feibft begränzen, alfo zwey Punkte ge. 
mein haben, Dann aber fallen (e Folg. 2 gemäls zu- 
Zommen, ohne einen Raum einzufchliefsen, Alfo ift 
kein gradelinigtesZweyeck möglich , wohl aber ein 
Dreyeck, und die übrigen Vielecke, 

6. Zwey grade Linien, können fich nicht berühren. Denn Fig. 17. 
gefetzt zwey grade Linien wie z.B. AB, DC könnten 
dich berühren , fo müfsten beyde Stücke der einen 
Linie, die durch den Berührungspunkt C abgefchnit- 
ten werden, zu einerley Seite der graden Linie AB lie. 
gen. Dann müften fie aber nothwendig zufammen 
fallen, weil fonft zwifchen je zwey Punkten folcher gra- 
den Linie zwey verfchiedne grade Linien DCG, me? 
vorhanden wären, gegen unfern Grundfatz. Folglich 

kënnen zwey grade Linien fich nicht berühren. 

Zwey grade Linien , welche zufammentreffen,, 


müffen alfo verlängert einander fchneiden. d U, 


= 
E 
> 


Ca, Es it möglich jede grade Linie, welche ger 
Gröfse nach gegeben ift, in zwey gleiche Theile zu 
theilen, und es läßt Geh in einer folchen Linie 
allemal ein Punkt denken, welcher za ihrer Mirte 


liegt, durch welchen fie halbirt wird, 


La 
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B, Esift möglich durch jeden Punkt einer graden 
Linie, eine andre grade Linie auf ihr ferkrecht zu 
TE 12 ziehn. * 


y, Auch ift es möglich durch jeden Punkt einer gra- 
den Linie, eine zweyte grade Linie zu ziehn, 
welche mit der eıftern - einen, gegebnen Winkel 
bildet. ] 


Wie das, was diefe Grundfätze als möglich ausfagen, zu 
bewerkftelligen fey , lehrt Hr. Le Gendre in den Aufgaben , die 
dem zweyten Buche angehängt find. Daß es gefchehen könne, 
fetzt er gleich bey dem erften Lehrfätzen voraus, daher diefe 
Grundfätze bey feiner Anordnung des Syftems unentbehrlich 
find. In der That kann man fie als Grundfätze vertheidigen, in- 
dem die Möglichkeit der Haldirung einer graden Linie von be- 
ftimmter Gröfse, die Möglichkeit fenkrechter Linien und rechter 

r Winkel, und die Möglichkeit der Nachbildung eines Winkels 
unmittelbar darauf beruhen, dafs die grade Linie und der Win- 
kel ftetige Gröfsen find, folglich keine abfoluten, keine kleinften 
Theile haben, und daher Theile von jeder Gröfse und jedem 
Verhältnifs darin denkbar feyn müflen, Die beyden All, 
worin eine Linie durch einen Punkt in ihr getheilt wird, können 
alfo gegen einander jedes Verhältnifs, folglich auch das der 
Gleichheit haben; eben fo zwey Nebenwinkel, und fo auch zwey 
Winkel an verfchiedenen Scheitelpunkten ; und nichts anders fa- 
gen diefe Grundfärze aus. Eu 


Sk 
[Wenn eine Ebne durch eine grade Linie in zwey 
Stücke getheilt wird, die zu entgegengefetzten Seiten 
jener Linie liegen, und man zieht dureh zwey Punkte 
in den entgegengefetzt liegenden Stücken eine fette 
zufammenhängende Linie, fo trift diefe Linie mit der 
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erftern in irgend einem Punkte zufammen, und durch: Br 
+ D 


fchneidet fie in diefem Punkte. * 


Diefer Satz, der gewölmlich nicht unter den Principien anf- 
geführt wird, ift in Verbindung mit der zehnten und eilften Er- 
klärung fo evident, wie irgend einer der andern Grundlätze, 
und es tüzen fich am Ende auf ihn und auf einen analogen 
Grundfatz beym Kreife falt alle unfere Uıtheile über das Durch- 
fchneiden der Linien. d U 


D, 

Zwey Ausdehnungen,, es mögen Linien, Flächen 
oder Körper feyn, find gleich [und ähnlich, folglich 
innerlich einerley ] wenn fie fich decken, das heifst, 
wenn fie, indem man die eine auf die andre legt, Ton. 
dem man ihre Ortsverfchiedenheit aufhebt, und eine 
ganz im Ort der anderen denkt] in ihrer Ausdehnung, 
[und deren Begränzung ] zufammenfallen. 

[ Umgekehrt müflen zwey Ausdehnungen einander 
decken, congruiren, wenn fie innerlich einerley, 
d. h. gleich und ähnlich find, indem fie fich dann blos 
in ihrem Ort unterfcheiden. ] 

Flächen und Körper, welche fich decken, haben nicht blofs 
gleiche Ausdehnung , oder gleichen Inhalt fondern auch alle 
Gränzen (Seiten fowohl als Seitenflächen) und alle Winkel der 
einen, find den Gränzen und Winkeln der andern nicht nur in 
einerley Folge * fondern auch nach einerley Richtung hin gleich 

worauf die Symmetrie und Achnlichkeit, folglich die innere Ei- 
nerleyheit, die Congruenz folcher Figuren beruht.) Le Gendre 
giebt diefen Flächen und Körpern den Namen fgares und folödes 
égaux , nennt dagegen die, welche Gleichheit ohne Aehnlichkeig 
haben , die fich alfo zwar in der Ausdehnung oder dem Inhalte 
nach gleich find, fich aber nicht decken, figures und folides egui- 
valentes opd [cheint auf diefe Unterfcheidung und den fo be- 


E, 20. 
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ftimmten Sprachgebrauch einen befondern Werth zu legen. Al 
lein da Gleichheit (&galite) doch eigentlich nur Einerleyheit der 
Gröfse bedeutet , fo fcheint das erfte Kunftwort, welches Figuren 
bezeichnen foll, die auch einertey Befchaffenheit oder Aehnlich- 
keit haben, nicht recht fchicklich gewählt zu feyn. Ich verdeut. 
fche figures égaux, durch fich deckende Figuren oder congrnirende 
Figuren, dagegen Figures egnivalentes durch gleiche Figuren, oder, 
wo ein‘befondres Gewicht Karauf gelestiwird, durch, dem In- 
halt nach gleiche Figuren, Gleich geltende Figuren, würde ein 
etwas freindattiger, auch kein fo palfender Ausdruck Leen ; beffer 
gleichhaltige Figuren, cin, Ausdruck den ich. zum Bürgerrecht in 
unfrer Sprache AER möchte. d. U, 


E, Bey Körpern a krummen Flächen die gleich find, 
Zant unfer, Verfaffer , giebt ce poch eine dritte Art von Verfchie- 
denheit, die man nicht ‚überfehn darf,, Sie können einerley, 
Gränzen und Winkel in einerley Folge haben, ohne dafs Ge fich 
deshalb decken, [wenn nemlich die gleichen Stücke d anch 
aach einerley Richtung hin auf einander folgen, wie das z. BR. 
bey der rechten opd der linken Hand der Fall ift, die, wären fie 
auch im Einzelnen wölligigleich, fo dafs Finger mit Finger con- 
gruirte, fich doch beyde nicht decken können, man lege fie, wie 
man wolle, oder bey zwey übrigens gleichen Sehneken, deren 
eine rechts die andre links gewunden ift, Daffelbe kann bey 
fchiefen Prismen, Pyramiden, körperlichen Winkeln, fphärifchen 
Dreyecken u. f. ftatt finden. Eine folche Verfchiedenheit in der 
Zufammenfetzung aus gleichen Stücken hat zwar auch bey ebnen 
eg ftatt, wie die Dieyecke ABC, ABD zeigen, in welchen 
in Winkel C = D, CAR = DR A, CRA = DAR und die Sei- 
ten CA = DB, CB = DA find. Allein man braucht nur die 
eine diefer Figuren im Gedanken umzukehren, fo deckt fie die 
eritere, daher bey ebnen Figuren, durch diefe Verfchicdenheit in 
der Zufammenfetzung keine wefentliche Verfchiedenheit bewirkt 
wird, und man von ihr abftrahirt.] ‚Aber bey krummen Flächen 


und Korpers, beruht darauf eine wefentiiche Verfchiedenheit,, 
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welche man, faft in allen Elementen der Geometrie überfehn har, 
obfchon mehrere Beweife, die Dch auf das Decken, von gewillen 
Körpern oder krummen Flächen gründen, dadurch,'dafs man die- 
fen Fall überfah, mangelhaft und in fo fern, fehlerhaft werden. 

Dahin gehören unter andern ‚die Sätze über das Decken fphiri- 
Wi Dreyecke, welche mehrere glaubten lediglich unter den Be- 
dingungen und grade auf die Art, wie bey den ebnen Dreyecken 
beweifen zu können. Ja, um noch ein auffallenderes Beyfpiel zu 
erwähnen Robert Simfon , der in feiner Ausgabe Euklids den Be- 
weis des. 2gften Satzes im ren Buche unzuläffig finder, fallt 
felbt in den Fehler , dafs er feinen Beweifs auf eine, Congıu:nz 
ffürzt, die nicht SSC ftatt finder. 


o, Ich habe daher, fährt unfer Vor fort, geglaubt 
für diefe dritte ee Art von Gleichheit in Flächen und 
körperlichen Räumen ein seues Kunftweort bilden zu müflen, 
nehmlich Gleichheit durch Symmetrie (égalité par fymmerrie), und 
nenne-infüro Figureivdenen: diefe Art von Gleichheit zukönmt, 
mmetrifche Figuren {figures fymmétriques): son 

Auf diefen Unterfchied zwifchen gleiche Figuren die es blots 
dng Tubalt wach (ind, Symmetrifche Figuren, und congruirende oder 
fich deckende Figuren, mufe man peer ehe en Seyn, da durch die- 
e Kunftworte Begriffe bezeichnet werden, die wefentlich, ver, 
fohieden find, ec | Br‘ 


2 Io 

[Gleiche Winkel decken einander; d. he wenn 
man die Spitze und einen der Schenkel’ des einen Win” 
kels, auf die Spitze und einen derSchenkel des andern 
Winkels legt, und die beyden anderen Schenkel in der 
Ebne auf einerley Seite des eıftern fich denkt, fo fal- 


len auch diefe Schenkel zufammen, 


Dafs umgekehrt Winkel, !die einander decken: 
gleich find , ift fchon oben bemerkt worden, * 


*E, 12. 
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FIII. Forderungen (Poftulate) ] 


Man fetzt die Möglichkeit folgender drey Dinge 
voraus, oder fordert vielmehr, dafs jedermann, der 
fich mit der Geometrie befchäftigen will, folgende ur- 


fprüngliche Vorftellungsarten müle eingehn können. 


Lë 


Von jedem gegebnen Punkte aus, eine grade Li- 
nie zu:ziehn, die durch irgend einen zweyten gegeb- 


nen Punkt geht, und zwar fowohl bis an diefen Punkt, 
als über ihn hinaus. 


2. 


Jede grade Linie fo weit man will zu verlängern, 
nach einer oder nach beyden entgegengeletzten Seiten 
eines Punktes in ihr, und fie fich endlich gröfser als 
jede gegebne Linie vorzuftellen. 


Wem fällt hierbey nicht ein, dafs der Geometer etwas ähnli- 
ches auch für das Verkleinern der graden Linie vorausferzt, und 
dafs er alles diefes nicht blofs bey graden Linien, fondern bey 
Linien überhaupt auch etwas Analoges ber Flächen und bey 
körperlichen Bäumen. fordert. Schon hieraus kann man fich, über- 
zeugen, wie mangelhaft das ift, was Euklid: und) die »mehriten 
Geometer als Forderungen ihrer Wiffenfchaft aufführen , und wie 
es mit ‚diefen Forderungen und mit der ganzen Grundlage der 
Geometrie wohl.eine andre Bewandtnifs haben müffe, als man das 
gewöhnlich vorftellt, Vielleicht hat grade diefes unfern Verfaf- 
fer beftiiamt, die Forderungen gänzlich zu übergehn, Doch ift 
es wohl auf jeden Fall befier, die wichtigften mangelhaft, wie 
es hier gefchehn ift, als fie gar nicht aufzuftellen. 
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3. 

Um jeden gegebnen Punkt, mut jeder gegebnen 
graden Linie, als Halbmefler, einen Kreis zu: be 
fchreiben. | 

Diefe Fordrung chent zwar erft zum zweyten Buch zu ge. 
hören, an deffen Spitze Le Gendre die Erklärungen welche 
den Kreis betreffen, aufftellt, und wohin ich die verweifen mufs, 
die mit dem Namen Kreis undHalbmeffer noch keinen deutlichen 
Begriff verbinden, Allein man kann in der That die Conttruction 
des Kreifes bey den Sätzen des erften Buches nicht enrbehren, 
ohne in logifche Kreife zu gerathen, da das, was wir hier als 
unmittelbare Folgerungen diefes Poffulars aufführen, zum Bewei- 
fe vieler jener Sätze gebraucht wird, “Auch ftellen "Euklid; 
Simpfen und van Swinden, die fo gut wie unfer Verfafler. die 
Sätze über den Kreis in einem befondern Buche vortragen, die 
Conftruction des Kreifes mit an die Spitze der Geometrie, 

Diefe dritte Forderung begründer zugleich die Möglichkeit 
folgender drey Conftructionen, welche weiter nichts vorausfetzen, 
als die Befchreibung des Kreifes, und die eriten Begrifie über 
das Schneiden der Kıreislinien, welche B. I, Erkl. 11, unabhän- 
gig von allen Lehrfärzen des erften Buchs aufgeftellt werden , in» 
dem fich die Erklärungen des zweyten Buchs unmittelbar an die 
des erften anfchliefsen, 

«, Auf einer gegebnen graden Linie AB, (und, 
wenn es nöthig ift, auf a Verlängerung), von Fig, 14. 
dem Punkte A ein Stück zu nehmen ; weiches ei- 
ner gegebnen graden- Linie CD gleich iit. zu 
dem Ende beichreibe man mitCD als Halbmefler um 
den Puhikt A einen Kreis. ”'Diefek trifft entweder 
mit der Linie AB feibft, oder Imit ihrer Verlänge- 
rung in‘ irgend einem Punkte E Zulaımmeny* und +IL,E, 
fchneidet denn in beyer Fällen auf ihrAE=CD TE 
ab ei? 34 ap : *ILE.2, 


f 


H Po rt 


Er 
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B, Aus einem gegebnen Punkte A eine ‚grade Linie 

" von gegehner Länge ED fo zutziehn,- dafs fie oder 

ü ihre Verlängerung dorch einen zweyten gegebnen 

Punkt B geht, Zu dem Ende ziehe AB *y; und, 

-" fchneide (nach @) aus A davon ein Stück Ee 
CD ab. teil. Zë Ge 


, Dreyecke , gleichfeitige, gleichfchenklige und. 
ungleichfeitige zu befchreiben , wie das BU. 
ErkL r1, Zuf: gelehrt wird. 


Eben fo giebt die Befchreibung des Kreifes Mittel an die 
Hand, vermöge der, Eigenichaften der fenkrechten Linien , der 
Dreyecke u. LE, dic im erften Buch dar gerhan werden, Perpen- 
dikel anf gegebne Linien-dnrch gegebne, Punkte sn ziehn, grade 
Linien und Winkelzu halbiren , gleiche Winkel au bilden u. d. m 
Diefe Conftructionen müflen billig bey den Sätzen gelehrt wer- 
den, auf welche fie fich gründen, und vor denen, deren Beweis, 
die Möglichkeit folcherıConitructionen. vorausfetzt; fo thut das 
Euklid.. Unfer Verfafler , Simplon und van Swieden, reilsen Be 
dagegen, aus dem Syitem hinaus, und ftellen fie, die letzrern Geo- 
meter am. Ende der Planimetrie, unfer Verfaffer am Ende einzel- 
ner Bücher, beyfammen. , Ihr Zweck fcheint zu (Gen, durch die 
beyieisander ftehenden Aufgaben den Erfindungsgeift derer, die 
das Werk itudiren, anzuregen; opd mm der ‚That möchte dë 
Vorteil, wohl die Unbequemlichkeit aufwiegen, die daraus in dem 
Sytem entftcht, und die ich durch das Hinweifen auf die Pro- 
bleime im Lauf des Srfiems zu vermindern hoffe, . A U. 


t DEE? 


ite [Auch das wird von dem Lefer noch gefordert, 
7. dafs er Dech bey ‚den planimetrifchen Büchern * alle Con- 
e Merten in einerley Ebne voliführt, denkt, wenn das 
gleich „der Kürze, halber „nicht ‚ausdrücklich bey 


* jedem Satze wieder erinnert wird. Er darf ‚alfo bey 
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keinem Satze deier Bücher in der ‚Vorftellung‘ aus der 
Ebne heraustreten. Alle Punkte die man: denkt, alle 
Linien die gezogen, alle Kreife die befehrieben wers 
den ‚mufs man fo denken und zichn, -dafs alles in ei- 
nerley Ebne bleibt / und das wird- felten bey einem 
Satze ausdrücklich gefagt, auch wenn er pur ‚unter 
diefer Bedingung wahr ift. ' 
der Ueberfetzen 


———— li L E 


DIE GRADE LINIE, DAS. DREYECK 
UND DAŠ VIERECK: 


AL EHRS AT Z I. 
Ar rechte Winkel na einander gleich. 


sc ER Linie. DC ftehe fenkr FEN auf AB, und Fig. 16. 
GH fenkrecht auf EF, Oo dafs die Winkel ACD, DCR, 
eben fo EGH, HGE gleiche Nebenwinkel find *) (ih 
behaupte ich, mufs der Winkel ACD dem Winkel EGH 
gleich feyn, 


HM 


Man mache CA, CB, GE, GF einander: gleich *; ERA 
fo ift auch AB gleich, EF, und diefe beyden Linien 
decken einander, wenn man EF fo auf AB legt, dafs 
E auf A und F auf B fü It. * Dann müffen auch die "Gu6h 
beyden Punkte G, C, welche in der Mitte diefer Li 


nien liegen, zufammenfallen, Gefetzt nun, die in die- 
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j 
fen Punkten fenkrecht aufftehenden Linien GH, CD 
decken fich einander nicht, fo würde GH auf eine von 
der CD verfchiednen graden Linie z. B. auf CK fallen. 
Da nach der Vorausfetzung der Winkel EGH = HGF 
ift, fo müfste dann auch ACK'= KCB feyn. Nun aber 
20 der Winkel ACK gröfser.als ACD, der Winkel KCB 

E, 12.8 kleiner als DCB*, und der-Vorausfetzung nach ACD 
gleich DCB: folglich mais der Winkel ACK, wel- 
cher gröfser als ACD, mithin auch als DCB ift, noch 
vielmehr gröfser als der Winkel KCBfeyn. Es ift alfo 
unmöglich dafs diefe beyden Winkel ACK und KCB 
gleich feyn können, folglich unmöglich dafs das Per- 
pendikel GH auf CK, d.h. auf irgend eine von CD 
verfchiedene grade Linie falle; alfo nothwendig dafs 
es auf das Perpendikel CD liege, da denn der Winkel 
ACD fich mit EGH und der Winkel DCB mit HGF 

"E12. 8 deckt, $ Alfo find nothwendig alle rechte Winkel ein- 


*Gr.10, ander gleich, * 


[Znfatz I. Weil alle rechte Winkel gleich find, 
fo haben fie eine völlig beflimmte,, unveränderliche 
Giölse: Deshalb machen fie das natürliche und be- 
ftiminte'Maafs aller Winkelgröjsen aus, und der Geome- 
ter bezieht diefe insgefammt auf den rechten Winkel 
und drückt fie in Theilen deflelben ‚aus, 


CA atz LI, Darch jeden Punkt einer graden Linie 
ifl nur eine einzige auf ihr fenkrechte grade Linie möglich 
Denn gefetzt! durch den Punkt C der graden Linie AB, 
wären auf ihr zwey verfchiedne fenkrechte Linien CD» 
CR möglich, fo mülsten die Winkel ACD, ACK als 
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rechte, $ dem Lehrfatz zu Folge einander gleich, folg- * E- 14 
lich der Theil dem Ganzen gleich feyn, welches un’ 
gereimt ift.* Daherift es unmöglich dafs durch ir- * Gr. 4. 
gend einen Punkt auf einer graden Linie mehr als eine 

grade Linie fenkrecht ftehe.} 


Anmerkung. Euklid niınmt den Lehrfatz als Grundfatz 
an. Wir haben ihn hier bewiefen, weil er fich aus dem achten 
Grundfatz (reng beweifen läfst, und man die Grundfätze nicht 
ohne Noth vervielfältigen mufs. [Dafs er bewiefen werden könne 
und müfle, bemerkt fchon Preklas in feinem Commentar über das 
erfte Buch Euklids. Den zweyten Zufatz har unfer Verfafler ganz 
überfehn ‚obgleich er ihn häufig braucht, ] 


LEHRSATZ. 2% 


Jede grade Linie CD, welche mit einer andern 
AB zufammentrifft, bildet mit diejer Linie zwey Ne- Fig. 17. 
benwinkel ACD, BCD ,* deren Summe zwey rechten us, 
Winkeln gleich if. 


Sind die beyden Nebenwinkel gleich, fo find fie 
rechte Winkel, alfo der Lehrfatz wahr. Sind fie un- 
gleich, {fo ftehe CG auf AB im Punkte C fenkrecht. * * Gr. 7e 
Durch diefes Perpendikel wird der gröfsere der beyden 
Nebenwinkel ACD in zwee Theile ACG, GCD ge- 
theilt, fo dafs die Summe der beyden Nebenwinkel 
ACD und DCB, den drey Winkeln ACG, GCD, DCB 
zufammengenommen gleich it. * Der Erfte diefer "E.ı2y. 
Winkel ift ein rechter *, und die beyden andern 2U- *E, 14, 
fammengenommen bilden den rechten Winkel BCG: 
folglich ift die Summe der beyden Nebenwinkel ACD, 
DCB zwey rechten Winkeln gleich. 
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Fo!gerung 1. If einer von zwey Nebenwinkeln 
ein rechter Winkel, fo it es auch der andres — Ein 
fiuenpfer Winkel ACD hat dagegen einen fpitzen; ein 
Jbirzer BCD einen ffampfen Nebenwinkel. 

Folgerung 2. Wenn die Linie DE fenkrecht auf 

"AB flieht, fo Get umgekehrt auch AB Jenkrecht auf DE. 
Denn ift DE ein Perpendikel auf AB, fo ift ACD ein 
rechter Winkel; folglich auch der Nebenwinkel ACE 

*Eolg.ı. diefes Winkels ein rechter *; folglich, ACD gleich 

AGE, folglich AC fenkrecht auf DE. 


Fig. 


Folgerung 3. Die Summe aller Winkel, die um 
einen Punkt einer graden Linie, an einerley Seite diefer 
Fig. 17, građen Linie, von noch fo viel graden Linien gebildet 
werden, (weiche dich in einerley Ebne befinden) und 
insgelammt in diefem Punkte C fchneiden, (z. B. der 
Winkel ACG, GCD DCB) ¿f zwey rechten Winkeln 
"Ria, gleich. 2) 


LIE SES AIS 


Zwey grade Linien, welehe zwey Punkte A, F 
mit einander gemein haben, fallen in ihrer ganzen 
Ausdehnung zufammen, und bilden nur ‚eine einzige 


Fig. 17, 


grade Linie. 

Dafs fie zwifchen den! beyden gemeinfchaftlichen 
Punkten A, F zufammenfallen, erhellet aus Grund- 
fatz 6. Pole, re Fielen fie in ihrer Verlängerung über 
diefe Punkte hinaus nicht auch zufammen, fo würde es 
irgendwo einen Punkt,C geben, wo fie fich von einan- 
deiitrennten, fo dafs die eine Linie CB, die andre CD 
würde, Nun fey CG eine in C auf BC fenkrecht fte- 
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hende grade -Linie *; fo iit fowohl GCB als GCD ein rGrz 
rechter Winkel, indem fowohi ACB als ACD eine 
grade Linie ift, folglich GCD = GCD *, d. i. das Gan- * 
ze dem Theile gleich, welches unmöglich it. Folg- 
lich ift es unmöglich dafs die beyden graden Linien, 
welche zwey Punkte A, F gemein haben, fich in ilhs 
rer Verlängerung irgendwo trennen können, Sie bil- 
den alfo nur eine einzige grade Linie. 


LEHRSATZ 4 


Wenn eine grade Linie CD auf den Durchfchitts- 
punkt zweyer andrer graden Linien AC, CB fo auf- 
fieht, dafs fie mit ihnen zwey Winkel bildet, deren 
Summe zwey rechte Winkel beträgt, fo liegen AC, 
CB in einer graden Linie. - 

Denn oefetzt fie lägen nicht in einer graden Linie, 
fo fey CE die gradelinigte Verlängerung von AC, * 
Dann wäre die Summe der beyden Nebenwinkel ACD, 
DCE zwey rechten Winkeln gleich; folglich, "da nach 
der Vorausfetzung auch die Summe von ACD, DCB 
zwey rechten Winkeln gleich iit, ACD + DCB = 
ACD + DCE *, folglich DCB = DCE *, folglich der * Gr, r. 


Theil dem Ganzen gleich, welches unmöglich ift *, o 
rg 


* Fo. a 


Alfo it CB felbft die Verlängerung von AC, und liegt 
mit AC in grader Linie. 


LEHRSATZ 5, 


Wenn zwey grade Linien AB, DE einänder Fig, =, 
ferneiden, fo find die Winkel, welche am Durch- 
fehnittspunkt einander gegenüberfichen, und die man 
Scheitehsiukel nennt, einander gleich, 
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Denn weil erftens DE eine grade Linie ift, fo find 
die beyden Winkel ACD, ACE zufammengenommen 
zwey rechten gleich. Weilizweytens AB eine grade 
Linie it, find die Winkel ACE, BCE zufammenge- 
nommen zwey rechten gleich. Folglich it ACD + 

y G! LACE = ACE -+ BCE *, folglich ACD = BCE. * 


“Gr 2 
Grade fo beweift man die Gleichheit der beyden 
andern Scheitelwinkel ACE, DCB, 


Zufatz I. Die vier Winkel, welche zwey gra- 
de fich durchfchneidende Linien um ihren Durch- 
fchnittspunkt bilden , find zufammengenommen vier 
rechten Winkeln gleich. Denn die Summe der bey- 
den NebenwinkelACE, BCE beträgt zwey rechte Win- 
kel, und eben fo viel die Summe der beyden andeın 
Nebenwinkel ACD, BCD. 

Zufatz II. Ueberhaupt mögen noch fo vielin 

Fig. 4. einer Ebne befindliche grade Linien CA, CB, CD etc. 
fämmtlich in einem Punkte C zufammen treffen, fo 
beträgt die Summe aller Winkel, welche je zwey zu- 
nächftliegende Schenkel bilden, (ACB, BCD, DCE, 
ECF, FCG, GCA) vier rechte Winkel, Denn wenn 
man durch den Punkt C zwey grade Linien zöge, fo 
entflünden um C vier Winkel, welche vier rechten 
Winkel, und dabey allen jenen Winkeln zulammenge- 


"E. rt nommen gleich wären *. 

Zufatz III. Wenn von einem Punkte C vier 
grade Linien ausgehn, und je zwey der einander ge- 
genüberftehenden Winkel, find gleich, fo liegen die 


Schenkel CA, CB, und CD, CE in grader Linie, 
Denn 


Fig, 3 
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Denn da alle vier Winkel zufammengenommen vier 
rechten, und je zwey aneinander liegende Winkel den 
beyden andern, mithin zwey rechten Winkeln gleich 

find, fo find fie Nebenwinkel*, und zwey ihrerSchen- + 4 
kel liegen in grader Linie. 


LEHRSATZ 6. 


Zwey Dreyecke decken fich, wenn ein Winkel und 
die beyden ihn einjchliefsenden Seiten in beyden Drey- 
ecken gleich jind. 


Es fey der Winkel A dem Winkel D. die Seite Fig, ro 
AB ‚der DE und die Seite AC der DF gleich; {o be- 
haupte ich, dafs das Dreyeck DEF dich mit dem Drey- 
eck ABC deckt. j 

Denn zwey dolche Dreyecke lafen fich fo über 
einander Jegen, dats fie völlig zufammenfallen., Und . 
zwar erft die Seite DE auf die ihr gleiche AB, fo dafs 
D auf A und E auf Bäll, *Dann müffen, weil D und sc 6. 
A gleiche Winkel find, und gleiche Winkel einander La 
decken, auch die Seiten DF und AC*, und weil über- ats 
dem DF gleich AC ift, auch die Punkte Fond C auf 
einander fallen, Folglich müflen auch die dritten Sei- 
ten zufammen fallen *, alfo beyde Dreyecke einander «G,, 6, 
decken. 

Folgerung 1. Folglich find in folchen Drey- 
ecken auch die Winkel B,E, die Winkel C, F, und 
die Seiten BC, EF (d. h. die Winkel welche gleichen 
Seiten, und die Seiten welche gleichen Winkeln ge- 
genüber ftehn) fo wie die Flächenräume beyder Drey- 

D 
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ecke, einander gleich. Und diefe Gleichheit wird 
durch die Gleichheit dreyer Stücke, nemlich eines 
Winkels und der beyden einfchliefsenden Seiten be- 
ftimmt. 
Folgerung 2. Zwey rechtieinklige Dreyecke'de- 
SEO, cken fich, wenn die Katheten in beyden gleich find. * 
Folgerung 3, Durch Geer Seiten mit dem ein- 
gefchlofsnen Winkel wird jedes Dreyeck characterifirt 
und völlig beftimmt. Wie aus zwey gegebnen Linien 
und dem Winkel den fie einfchliefsen follen, fich ein 
Dreyeck wirklich conftruiren läfst, lehrt Aufg. g. am 
Ende-des zweyten Buchs. 
Anmerkung, Wenn sin. zwey Dreyecken zwey Seiten 
und einer, der Winkel, welche fie nicht einfchliefsen, gleich find, 


fo läfst fich daraus nur bey rechtwinkligen Dreyecken allgemein 


` auf ihre Congruenz fchliefsen *; ‚bey fchiefwinkligen ledigli GC 
"TS her "wi Bedingungen welche SEL, 20, ausfagt. 


LEHRSATZ 7 


Zeen Dreyecke decken fich, wenn eine Seite und 
die beyden Winkel, welche an ihr liegen, in beuden 
Dreyecken gleich find. 

Ee fey die Seite BC der Seite EF, der Winkel B 

dem Winkel E, und der Winkel C dem W inkel E 
gleich, fo behaupte ich, dafs das Dreyeck DEF fich 

mit dem Dreyeck ABC deckt. 

Um die Deckung zu bewerkfelligen, lege man 

EF auf die ihr gleicheSeiteBC, fo dafs die Endpunkte 
sc, E auf B und F aufC fallen $. Weil der Winkel’ E dem 
Lä Winkel P gleich ift; und gleiche Winkel fich decken, 
fo fällt dann auch die Seite ED auf BA, und tolglich 


e 
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der Punkt D auf irgend einen Punkt, mm der Linie BA, 
Eben Io, weil der Winkel E dem, Winkel C gleich 
jit, fälle FD auf CA, opd der Punkt Dauf irgend ei-- 
nen Punkt der Linie CA. Da folglich:D fowohl in 
der Linie BA, alsin,der Linie ‚CA liegt, fo muis es 
auf den Durchfchnittspunkt A deier beyden Linien 
liegen, als den einzigen Punkt, den diefe Linien mit 
einander gemein haben *%, Folglich fallen alle drey von 
Winkelpunkte , und alio auch die, Seiten des einen \ 
Drieyecks mit denen des andern zulammen, und alfo 
decken fich beyde.Dreyscke. 


” 


Folgerung. Folglich find 'in folchen Dreyecken 
auch die Winkel A, D und die Seifen AB, DE und 
AC, DF (d. i, die Winkel die den gleichen Seiten, und 

D ` SZ = Sa 1 éi Ze GE 
die Seiten die den gleichen Winkeln gegenüberftehn) 
io wie die Flächenräume einander gleich, Und diefe 
Gleichheit wird durch die, Gleichheit; dreyer Stücke, 
einer Seite und zweyer anliegender Winkel beftimnit. 
(Anmerkung, Auch wenn zwey Winkel und eine Seite, 
die nicht zwifchen ihnen liegt, in zwey Dreyecken gleich find, 
fo decken fich diefe Dieyecke. Doch ift dag ein Satz der fich 
ertt weiterhin * darthun Pist, Hierher gehört’ Auts, o) 


MEA 


e I8. 
D'E ESRUS UA KIS ZES Si 

In einem Dreyecke A jede Seite. kleiner als die 
Summe der beyden andern Seiten. 

Denn jede Seite, z. H BC, ift als grade Linie’der Wd 
kürzefie Weg zwifchen den beyden Winkelpunkten 
B., C, alfo iothwendig kleiner als die Summe der gei 
brochnen Linien BA > AC, 


D2 


= 
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Folgerung. Daraus folgt dafs im Dreyecke jede 
"Seite AC gröfser als der Unterfchied zweyer Seiten 
"Gray BC — BA 105, Wegen beyder Sätze fehe man B, II. 
Erkl, 11. Zuf. 
LEHRSATZ 9 


TR, Nimmt man innerhalb eines Dreyecks ABC ir- 
gend einen Punkt O, und zieht von demfelben nach 

_ den Endpunkten einer der Seiten z. B. der BC, grade 
Linien OB, OC, fo ifi die Summe diefer beyden Li- 
nien kleiner als die Summe der beyden andern Seiten 
des Dreyecks, d. h.als AB + AC. 

Man verlängere die Linie BO bis wo fie die Seite 
AC im Punkte D mit: fo it im Dreyecke ODC die 
Seite OC < OD + DC *, folglich wenn man beyder- 
feits BO hinzufügr BO -+ OC < BO + OD + DC 
d. i BO -+ OC< BD + DC 

Nun aber ift auch im Dreyecke ABD die Seite BD 

"< BA -+AD, folglich wenn man beyderfeits DC hinzu- 
| fügt, BD-+-DC < BA -+ AG, Folglich iit noch vielmehr 
BO + OC < BA + AC, 

Anmerkung, Dagegen ift der Winkel O den die bey- 
den Linien im Dreyecke umfchliefsen, grötser als der Winkel 
A an der Spitze des Dreyecks. Der Beweis diefes Satzes beruht 
darauf, dafs der äufsere Winkel am Dreyecke gröfser ilt, als je- 
der der gegenüberftehenden innern Winkel, FolgichO>D > A, 
Dietz unmittelbare Folge aus Lehrfatz 30 beweilt Euklid be. 


gt, 


fonders, ehe er an den gegenwärtigen Satz kömmt. Bey, unferin 
Verfaffer mülte er ein Zufarz zu Lehrfatz 30, werden, 


LUE IB Rive Ste, , AO, 


| Wenn zwey Seiten AB, AC eines Dreyecks ABC 
Figear ziveyen Seiten DE, DE eines andern Dreyicks DEF 
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gleich find, uud der Winkel BAC den die erflern ein- 
Sehliefsen, A gröjser als der Winkel EDF, den die 
andern einjchliejsen, Jo mu/s die dritte Seite BC, im 
erften Dreyeck, grö/ser feyn als die dritte Seite EF im 


andern Dreyeck Land if umgekehrt BC > EF, fo 


al auch der Winkel BAC > EDF Jeyn. ] 


Man denke fich die Linie AG durch A fo gezogen; 
dafs der Winkel CAG dem Winkel D gleich fey *, 
mache AG gleich DE * und ziehe GC, fo decken fich 
die Dreyecke GAC und EDF, weil in ihnen der Con- 
firuction gemäfs zwey Seiten mit dem eingefchlofse- 
nen Winkel gleich find *. Folglich find die dritten 
Seiten GC, EF einander gleich. Nun aber find in Ab- 
licht der Lage des Punktes G drey Fälle möglich, in- 
dem diefer Punkt entweder aufserhalb des Dreyecks 
ABC, oder auf die Linie BC, oder innerhalb des Drey- 


ecks liegen kann. 


Fall rt Wenn G aufserhalb des Dreyecks ABC 
liegt. Als dritte Seite im Dreyeck it GC < GI -+ 
IC*; eben fo AB<IA + IB; folglich auch GC 
+ ARC GI+ICHIA+IB, dh. < GA BC, 
Nun aber ift der Conftruction gemäfs AB= GA. Alfo 
GC < BC*, und da GC gleich EF ift, ER CC BC 


Fall 2. Wenn G auf BC liegt. Dann iit GC ein 
Theil der BC, folglich die der GC gleiche EF, < BC, 


Fall 3. Wenn G innerhalb des Dreyecks AEC 
liegt. Dann ift nach dem vorigen Lehrf.tz GA + GC 
< BA + BC, folglich, da GA =BA gemacht ift, GC 
< BC, alfo auch die der GC. gleiche EF < BC. 


8 


*G. 2.7 


Fig. 22. 


Fig. 23- 
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Der Satz gilt alfo für jeden möglichen Fall) d, 3. 


allgemein. 


Wollte man den #mgekehrten Satz leugnen, fo 
müfte man behaupten, dais, wenn BC >EF ift, der 
WinkelBAC kleiner oder gleich D feyn könnte, Im er- 
Gen Fall müfte, nach dem eben bewiefenen, BC < EF5 
im zweyten Fall, dem folgenden Lehrfatz gemäfs, BC 

= EF feyn, welches beydes der Vorausfetzung wider- 

Spricht. Alto muls der Winkel BAC gröfser als D ern, 
Anmerkung, In Simpfons Elementen folgt auf diefen 

Satz cin ähnlicher Lehrfatz, defen Beweis die Theorie der Pa- 
rallellinien vorausfetzt, und den Le Gendre übergeht, der aber 

doch gekannt zu werden verdient, Denn obgleich er auch bey 

Euklid fehle, fo it er doch, wie Simpfon bemerkt, zur geome- 
tiifchen Beffiimmung gröfter und kleinfter Werthe, von grofsem 
Nutzen. Dieter Satz lauter wie folgr: Wenn in’ zwey Dreyecken 

Fig. 24. ein Winkel fammt der gegenäberfebenden. Seite gleich, ein zwey. 
ter Winkel aber in beyden ungleich if, fo Geht dem, unter diejen 
Winkeln, welcher dem rechten am nächften GT, eine gröjsere 


¥ CF I, Seite gegenüber *, 
2. a: GK 


Wenn z, B. zwey Dreyecke (man nehme in unfrer Figur die 
beyden fpitzwinklizen ABC und DEF, oder die beyden Rumpf- 
winkligen ABC und DEZ", oder ein fpirzwinkliges und ein 
au: apfwinkliges, ) wean in diefen Dreyecken Ber Winkel A = D, 
die o gegenibeitcHegde Seite BG — EF ift, und dabey der Win- 
kel C einem rechten Winkel näher kömme, als der E F; 
fo wuh die Seite AB > DE ieyn, 

Ich teile hier nur Simpfons Vorbereitung. zum Beweife mit, 
da fie für den geübtern den Beweis zu führen hinreicht, der Be- 
weis felbft aber hier nicht an feinem Ort tehen würde, Aus 
den Winkelpunkten B, E fälle man auf die gegenüderftehenden 
Seiten Perpendikel, nchme auf die Verlängerung diefer Perpen- 
dikel Punkte 1 und K welche von den Seiten eben fo weit als 
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die Punkte B, E abftehn, und ziehe IC, KF, fo wird mittelft 
Lehrfatz 6 und 10 bewiefen, dafs IB > KE, folglich das Perpen- 
dikel BG im erftern Dreyeck gröfser als das im zweyten EH ift- 
Vom gröfsern fehneide man ein Stück BM, dem kleinern gleich, 
ab, und ziche durch den Endpunkt diefes Stücks eine Parallelli- 
nie mit AC, fo fchneider- diefe von.der Seite AB ein Stück BN 
ab, welches gleich DE it, woraus erheller,, dafs DE kleiner > * 
als AB ilt, 
Haben alfo zwey rechtwinklige Dreyecke gleiche Hypotennfen , 
fo ehr dem Winkel, welcher in beyden der gröfsere ift, anch eine 


gröjsere Seite gegenüber, 
L -EH RES AST. SET ERR 


Zwey Dreyecke die untereinander gleichjeitig Tig.19. 
find, find auch untereinander gleichwinklig, = und * E, 20. 
decken fich. 

Es fey AB = DE, AC = DF, BC = EF, fo be- 
haupte ich, dafs auch die den gleichen Seiten gegen- 
überftehenden Winkel gleich find, A = D, B=E, 

C = F, und dafs fich beyde- Dreyecke EDF, ABC 


einander decken, 


Denn gefetzt der Winkel A fey dem Win. 
kel D nicht gleich , «fo mufs er entweder grö. 
fser oder kleiner als der; Winkel D feyn. Da die 
Seitem welche diefe Winkel einfchliefsen der Voraus- 
fetzung nach in beyden, Dreyecken gleich find; fo 
mütfte, wäre A > D, dem vorigen Lehrfatz gemäls, 
auch die dritte Seite BC > ER, wäre dagegen A< D, 
auch BC < ER feyn, welches der Bedingung dafs BC 
= EF ift, widerfpricht. "Alto kann der Winkel A we- 
der gröfser noch kleiner als D feyn, mufs folglich 
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dem Winkel D gleich feyn. — Eben fo kann man die 
Gleichheit der beyden andern Winkel beweifen, die 
indefs noch kürzer daraus folgt, dafs, weil dann zwey 
Seiten mit dem eingefchlofsnen Winkel A, D in bey- 
den Dreyecken gleich find, diefe Dreyecke einander 
decken *, folglich die den gleichen Seiten gegenüber- 
ftehenden Winkel B, E und C,F fo wie die Flächenräu- 
me beyder Dreyecke gleich feyn mülfen, Und .diefe 
Gleicheit folgt wiederum aus der Gleichheit dreyer 


Stücke, nemlich der drey Seiten in beyden Drey- 
ecken. N 


[Aus drey gegebnen Linien ein Dreyeck zu bil- 
den, lehrt Buch II. Erklärung 11. Zufatz.] 


LEHRSATZ I2. 


Fig. 35. In jedem gleichfchenkligen Dreyeck find die Win- 
"Er, kelan der Grundlinie *, welche den gleichen Seiten 
gegenüberfiehn, gleich. 


Wenn AB = AC ift, fo behaupte ich mufs B= C 
feyn. 


Es fey B der Punkt, welcher auf der Grundlinie in 

der Mitte zwifchen den beyden Endpunkten B und C 

“Gr. 7. liegt. * Ziehe AD, fo entftehn dadurch zwey Drey- 
ecke ARD, ACD, welche untereinander gleichfeitig find, 

indem AD beyden gemein, ferner nach der Vorausfetz- 

ung AB = AC, und der Conftruction gemäfs AB = 

DC ift. Folglich find die der gemeinfchaftlichen Seite 


"nr AD gegenüberftehenden | Winkel einander gleich *, 
B =C. 
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Folgerung. Das gleichfeitige Dreyeck ift für jede Fig. 8. 
Seite als Grundlinie gleichfchenklig, und hat deshalb 
lauter gleiche Winkel, ift gleichwinklig, 

Zufatz. Daraus dafs die beyden Dreyecke ABD, Fig. 25. 
ACD fich decken, folgt auch noch die Gleichheit der 
übrigen Winkel BAD = DAC und BDA = ADC, 
Letztere find, daBC eine grade Linie ift, Nebenwinkel, 
und folglich, als gleiche Nebenwinkel, rechte Winkel®.* E 14. 
folglich, zheile in jedem gleichfehenkligen Dreyeck eine von 
der Spitze nach dem Punkte in der Mitte der Grundiinie 
gezogne grade Linie den Winkel an der Spitze in zwey gleia 
che Theile, und flebt zugleich auf der Grundlinie jenkrecht. 

[Eben fo theilt eine grade Linie welche den Win- 
kel an der Spitze im gleichfchenkligen Dreyeck hal- 
birt, das Dreyeck in zwey {ich deckende Dreyecke*: » 6, 
folglich fteht auch diefeLinie fenkrecht auf der Grund- 
linie und halbirt fie, ý 

Dafs endlich auch des aus der Spitze des gleich- 
fchenkligen Dreyecks auf die Grundlinie gefällte Per- 
pendikel die Grundlinie und den Winkel an der Spitze 
halbirt, erhellt aus Lehrfatz 18. Folg. 2. 

Stets find alfo diefe drey Eigenichsften in derfel- 
ben Linie im gleichichenkligen Dreyeck verbunden. 

Findet folglich-eine derfelben in einem Dreyecke 
ABC ohne die andie ftatt , fo find die beyden Schenkel des 
Winkels ungleich durch deffen Spitze die halbirende 
Linie oder das Perpendikel auf die gegenübeiftehende 
Seite gezogen ift. ] 

[Anmerkung. Hierher gehören die fünf erften Aufgaben 
am Ende des zweyten Buchs, und Aufg, 8 bis ız. über die Con- 
ftruction der Dreyecke. ] 
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DVE PRSTANE Z 13, 


Hat umgekehrt ein Dreyeck zwey gleiche Win- 
kei, fa find auch die Seiten welche den gleichen Win- 
kein gegenäberflehen gieich, und das Dreyeck ijt 
‚geichlehenklig. 

Fig. 26, Hefter ABC = ACB, fo behaupte ich mus AC = ' 
AB Leen, 

Denn wären diefe beyden Seiten nicht-gleich; fo 
müfste eine derfelben, z. B. AB, die gröfsere feyn: _ 
folglich lefse fich auf ihr ein Stück BD = AC nehmen. 
"Zieht man dann DC, fo erhält man ein Dreyeck BDC, 
weiches fich mit dem Dreyeck BAC decken müfste, 
weil in beyden die Seite BC gemeinfchaftlich , ferner 
der Annahme gemäfs AD = AC, und nach der Voraus- 
fetzung der Winkel B = ACB ift *: folglich wäre der 


€ 
6. 
Theil dem Ganzen gleich, welches ungereimt ift. Alfo 
können die Seiten AC, AB nicht ungleich feyn, da~ 
her das Dreyeck ABC gleichfchenklig feyn mufs, 
Folgerurg. EinDreyeck welches lauter gleiche 
Winkel hat, ift auch gleichfeitig. 
Ein Dreyeck deffen Seiten alle ungleich find, hat 
Lanter ungleiche Winkel, 
LEHRSATZ I4% 
Tig. ay. Von zapen Seiten eines Dreyecks ift | fiets die die 


gröjsere, welche einem gröjsern Winkel gegenüber- 
| fieht. — Umgekehrt ift von zwey Winkeln eines 
Dreyecks Datz der der gröjsere, welcher einer gröfsern 
Seite gegenüber fieht. 
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1. Es fey der Winkel CB, fo behaupte ich, 
dafs die dem Winkel C gegenüberitehendeSeite AB > 
AC ift, weiche dem Winkel B'gegenüberfteht. 

Denn man denke fich durch den Winkelpunkt des 
gıöfsern Winkels eine grade Linie CD fo gezogen, dafs 
der Winkel BCD = B fey *, fo ift dafs Dreyeck BPG * Gr. 7- 
gleichfchenklig und BD = DC* Da nun AC< "Ge 
AD-+-DC*, fo it auch AC < AD + BD; doh, *& 
< AB, folglich AB gröfser als AC, 

2. Es fey die Seite AB > AC, fo behaupte ich 
dafs der Winkel C, welcher der Seite AB gegenüber- 
fteht, gröfser als der Winkel Ru, welcher” der Seite 
AC gegenüberfteht. 

Denn wäre C nicht gröfser als B, fo müfte jener 
Winkel entweder. kleiner als B, oder gleich B feyn. 
Wäre C < B fo müfste, wie eben. bewiefen worden > 
AB< AC gegen die Vorausfetzung ; feyn. ` Wäre 
C = B fo müfste AB = AC gleichfalls gegen die Vor. * 
ausfetzung feyn. Alfo if nothwendig C > B. 


LEHRSATZ ISe 


Von einem Punkte A aufserhalb einer graden Ce ag. 
Linie DE, läfst fich nach diejer Linie nur eine einzige 
fenkrechte Linie ziehn. 

Gefetzt man könnte ihrer zwey AB und AC ziebn; 
{o verlängere man die eine AB, nenme auf diefer Ver- 
z e TONS D - V Ke È 
längerung BE = Av und ziehe FC 

Dann deckten fich de beyden bey D sechtwinkli- 
gen Dreyecke ABC und FBC , weil de eine Kathete 
CB, beyden Dreyecken gemein Ak, und die zweyten 


60 sven L 


Kathıeten AB, BF der Conftruction gemäfs gleich 
ve Pole, find *: folglich wäre der Winkel BCF gleich dem Win- 
kel BCA , welcher der Annahme nach ein rechter ift, 
Alfo smüfste auch der Winkel BCF ein rechter feyn: 
folglich, weil die Summe der beyden aneinander lie- 
genden Winkel BCA + BCF zwey rechte Winkel be- 
+4. trüge, mülsten CA, CF in einer graden Linie liegenm*, 
folglich wären zwifchen den beyden Punkten A, F 
zwey verfchiedne grade Linien ABE, ACF möglich, 
welehes Grundfatz 6 widerfpricht. Alfo find zwey ver- 
{chiedne fenkrechte Linien von einem Punkte aufser- 

halb einer graden Linie, auf diefe Linie unmöglich. 
[Folgerung. Alfo ift kein Dreyeck mit zwey 

rechten Winkeln möglich.] 


[Anmerkung. Dafs auf eine grade Linie durch einen 
Punkt in ihr nur ein einziges Perpendikel möglich it, haben 
wir {chon Lehrfatz ı. Zufatz 2. bewiefen, Wie diefe Perpendi- 


kel zu conitiuiren find, lehrt Aufg. 2, 3.] 


LEHRSATZ I6. 


Man denke fich von einem Punkte A nach einer 
graden Linie DE die jenkrechte Linie AB, und meh- 
rere Jchiefauffiehende grade Linien AE, AC, AD etc. 
gezogen, jo ift: 

1) die fenkrechte AB unter allen diefen Linien 
die kürzefte. 

2) Unter den fehiefflehenden Linien find je 
zwey, Z. B. AC, AE, welche auf entgegengejetzten 
Seiten der fenkrechten Linie AB gleich weit von B 
(d. h. fo dafs BG = BE ift) aufjiehn, gleich. 


Fig. 28° 
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3) Von allen andern jehieffichenden Linien (zB. 
AC, AD oder AC, AE) ifi fiets die die gröjsere, 
welche weiter von der jenkrechten auffteht. 

Man verlängere die fenkrechte Linie AB: um BF 
= AB, und ziehe FC, FD. 

1. Da nach der Conftruction die Winkel ABC, CBF 
rechte, folglich gleich, und auch die Seiten AB, BE 
gleich find, fo decken fich die beyden über die ge. 
meinfchaftliche Seite BC befchriebnen Dreyecke ABC 
und FBC*. Folglich find die dritten Seiten AC, CF ve 
einander gleich. Nun aber ift die grade Linie ABF 
kürzer als die gebrochne Linie ACF *, folglich auch « p, 6 
AB die Hälfte der ABF kürzer als AC die Hälfte der 
ACF. Alfo ift die fenkrechte Linie kürzer als jede 
wire 

. Wenn BE = BC ift, fo dedal Dch de bey- 
den über AB beichrieben bey. D rechtwinkligen Drey- 
ecke ABE, ABC*: folglich find die dritten Seiten AC, *6,Folg. 
AE, und folglich je zwey fchiefitehendeLinien, wel- 
che gleich weit von B aufitehn, gleich. — ` Diefe Li- 
nien müffen aber zu entgegengefetzten Seiten des Per- 
pendikels AB auffiehn, weil fie ionit zwey Punkte A 
und B gemein hätten, folglich zufammenfielen, und 
nur Eine, nicht zwey verfchiedne grade Linien aus- 
“machten #, XGr 6. 

3. Im Dreyeck ADF ift dieSumme der beyden$ei- F 1 
ten AD und DF gröfser als die Summe der beyden Li- 
nien CA und CF, die von einem Punkte innerhalb des 
Dreyecks nach den Endpunkten der dritten Seite gezo- 
gen find *, Alfo ift auch AD, die Hälfte von AD+ so 
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DF oröfserals AC, die Hälfte von AC -CF: folglich 
find.die fchiefftehenden Linien länger, die weiter vom 
Perpendikel ab aufftehn, — s? 

O #Folserung t. Die fenkrerhte Linie ift das wahre 
Manfs des Abftands eines Punkts. oo eiger graden Linie, 
weil femur auf eine ‚einzige Art vorhanden (2), und 
zugleich die kürzefte unter allen möglichen Linien ift, 


ve bch vom Punkte or graden Linie ziehn lafen. 
D y P 


[Daher werden wir hinfüro den Abjland eines Punkts von 


einer graden Lisie; und umgekehrt den Abflaud einer 
graden Linie von einem Punkte ftets durch das Perpendi- 
kel, wgiches vom Punkte auf die Linie gefällt wird, 
beftimmen. Wenn 'wir yon’ der Gröfse eines folchen Aba 


fand reden; mufs man darunter die Größe dicfes Per. 


Fig, 36: 


pendikels zwilchen Punkt und Linie veritehn.] 

| Dier Abfland zweyer Einies AB, CD.von einander 
hängt vom Abftande der Punkte in der einen, von der 
andern Linie, ab, ‚Folglich mufs diefer Abfiand ‚durch 
die Grüfse der Perpendikel BA, FE, DC, die man 


. von den Punkten in der einen BD, auf die andere AC 


zicht, beflimmt werden. Sind diefe Perpendikel ins- 
gefammt gleich ,„ fo find die beyden Linien gleich weis 
abflehend.(lineae aequidiitantes), wonicht, fo find fie 
ungleich weit abflehend, ] 

Folgerung 2, Von einera Punkte laffen fich Sach 
eine undwerfelben graden: Linie, nicht drey \ gleiche grade 
Linien ziehn: Denn fonft mütte es auf einerley Seite 
des Perpendikels zwey- gleiche (nicht zufammenfallen. 
de) ichief aufitehende grade Linien geben, welches 
nach 2 unmöglich if. 
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[Zufatz I. Aus der Deckung der beydenDrey- 
ecke ABC, ABE in (a)folgt die Gleichheit der Win: 


kel C =E und der Winkel CAB = BAE ; fo wie umge-.. 


kehrt aus der Gleicheit deier Winkel und’ der Seiten 
AC = AE, oder der Seiten BC = BE die Deckung 


der beyden Dreyecke. Daraus ergeben fich folgende, ` 


Sätze: 
æ, Die fchiefen Linien AC, AE welche dré weit 
von der fenkrechten Linie AB abflehn Cd. h. fo dafs 
. CB’ BR'ift) find fowohl gegen die Line DE» 
als auch gegen die fenkrechte AB beydeunter gleis 
chen Winkeln geneigt. 


ß, Zwey fchiefe Linien AC, AE, die ünter gleichen 
Winkeln C e E auf die grade Linie DE aufitehn, 
find gleich, und überdem gleich weit vom Per- 
pendikel AB entfernt, duh, fo, dafs -fowohl BC 
—.,CE, als auch. der Winkel CAB = BAER if, 
falten folglich, wenn De auf cinerley Seite des Per- 


pendikels liegen zufammen (2). 


y, Zwee Ichief - aufltehende „Linien: AC, AE de 
gleiche Winkel mit dem Perpendikel AB machen, 


find gleich, und Debn von demfelben gleich 
weitab.] AR: H 


[Zufatz. II, Jede der fchiefftehenden rhin 


AR A: AD etc, fteht auf DE unter ungleichen Ne- 
benwinkeln *, einem fpitzen und einem ftumpfen auf 
Und zwar legt der fpitze Winkel mit dem Perpendikel 
fiets auf eimerley, der fumpfe W inkel hingesen mit-dem 


Perpendikel auf entgegengefeizter Seite der febieffiehenden: 


Linie. Denn jede fchiefftehende ‚Linie z, B, AC bildet 
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mit dem Perpendikel AB und dem zwifchen beyden 
liegenden Stück der graden Linie DE ein in 
liges Dreyeck, worin der Winkel der fchiefftehen. 
den Linie vorkömmt, “der mit dem Perpendikel auf ei- 
nerley Seite der fchieffiehenden Linie liegt. Nun ift 
das PerpendikehAB fters kleiner als AC (1), folglich 
auch der Winkel C kleiner als der rechte Winkel B *, 
folglieh jener Winkel ein fpitzer, dagegen fein Ne- 
benwinkel ACD, der mit dem Perpendikel auf entge- 
gengefetzter Seite der Ichielltehenden Linie AC liegt, 


ein ftumpfer. ] 


[Folgerung 1. Wennzweyer fchiefftehender Li- 
nien AC, AD fpitze Winkel {oder auch ihre ftumpfe 
Winkel) beyde nach einerley Seite jener Linien zu lie- 
gen, {o liegen diefe Linien felbft beyde auf einer, 
ley Seite des Perpendikels AB. ‘Wenn dagegen, wie 
bey AC, AE die fpitzen (oder auch die tumpfen Win. 
kel auf entgegengefetzten Seiten jener Linien, (fole- 
lich gegeneinander gekehrt) liegen, fo liegen diefe 


Linien beyde auf entgegengeletzter Seite des Perpen- 
dikels AB.] 


[Folgerung 2. Folglich fällt das Perpendikel, 
welches aus der Spitze.eines Dreyecks auf die gegen- 
überftehende Grundlinie gefällt wird, wenn beyde Win- 
kel an der Grundlinie fpitz find, innerhalb, wenn ci. 
ner diefer Winkelfpitz der andre ftumpf ift, aufserhalb 
des Dreyecks, — Ift keiner der Winel an der Grund- 
linie ein rechter, fo fällt das Perpendikel in die eine 

Kathete 
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Kathete des rechtwinkligen Dreyecks, weil aus einem 
Punkt auf eine grade Linie nur ein einziges Perpendi- 
kel möglich.ift, d U, 


L Gap, ORAS Aë Zy EL, 


Es fey EF eine auf der graden Linie AB. Zu deren Eis. a9, 
Mitte C, aufjcheudes Perpendikel , fo ift x) jeder 
Punkt in diefem Perpendikel von den beyden Endpunk- 
ten der graden Linie AB gleich weit entfernt; 2) Jeder 
Punkt aufserhalb des Perpendikeis hingegen von diefen 
Endpunkten ungleich weit entfernt. 

1. Da der Vorausfetzung gemäfs AC = CB if, 
fo Rehn zwey aus irgend einem Punkte D des Perpen- 
dikels nach A und B gezogene grade Linien DA, DB, 
vom Perpendikel gleich weit ab, find alfo gleich. zs e A 
Und folglich fteht jeder Punkt im Perpendikel von den 
beyden Endpunkten A, B gleich weit ab. 

2. Es fey I ein Punkt aufserhalb des Perpendikels, 
Zieht manIA, IB, fo mufs eine diefer beyden Linien 
7. B IA das Perpendikel in irgend einem Punkte D 
durchfchneiden. Man ziehe DB. Nun ift IB < ID 
-+ DB*, und, da D ein Punkt im Perpendikel ift, 
nach (1) DB = DA; folglich IB < ID + DA di. 
< 1A,folglich jeder Punkt, aufserhalb desPerpendikels 
yon den Endpunkten A, B ungleich weit entfernt. 


Folgerung 1. Umgekehrt mufs jeder Punkt, 
welcher von zwey Punkten A, B gleich weit abfteht, 
in dem Perpendikel auf AB liegen, ‚welches in der 
Mitte zwilchen delen Punkten auffteht. Denn auiser- 

E 
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halb diefes Perpendikels kann ein folcher Punkt nach 
(2)'nicht liegen, - Eine grade Linie, ‚welche durch zwy 
von. A und B gleich weit abffehende Punkte D. F gezogen 
ifi, mufs alfo diefes Perpendikel feyn. 
Folgerang 2. Das Perpendikel durch die Spitze 
‘eines gleichfchenkligen Dreyecks mufs die Grundlinie, und 
folglich auch den Winkel an der ‚Spitze halbiren. Denn 
die Spitze ift von den beyden Endpunkten gleichweit 
entfernt, und durch jeden Punkt ift pur ein Perpen- 
TR dikel auf eine grade Linie möglich *. 
Fiz,ad.  Folgerung 32 Wenn man von zwey gegebnen 
Punkten C, E noch fo viel Paare fich durchfehneiden- 
der Linien CA, EA Io zieht, dafs je zwey, welche 
fich fchneiden, gleich find, (mithin im Verhältnifs der 
Gleichheit ftehn) fo müffen die Durchfchnittspunkte 
diefer Linien insgefammt in einem Perpendikel auf 
CE, das in der Mitte zwifchen CundE aufftcht, liegen, 
Diefes Perpendikel it daher, der geometriföbe Or: des 
Durchfchrittspunkts oder der Spitzen gleichfchenkli- 
ger Dreyecke, welche über diefelbe Grundlinie be- 
*E, at, fchrieben werden *. 


[LEAR SATZ ug"? 


Zwey Dreyecke DEF, NBL decken fich, wenn 


Fig. 24 
: in ihnen zwey Winkel und irgend eine Seite gleich find, 


Liegen die gleichen Winkel beyde an. der glei- 
chen Seite an, fo ift diefer Satz kein andrer, als der 
{chon bewiefene zte Lehrfätz, Wo nicht, fo fey die 
SeiteNB =DE, der Winkel N = D und der Winkel 
ESSN 
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Aus derrSpitze des dritten Winkels B, E, fey 
auf die ‚gegenüberftehende Seite NL, DF, das-Perpen- 
dikel BM, EH gefällt. Weil DE = NB ift, decken 
fich diefe beyde Linien, fo dafs die Endpunkte E, B 
und D, N zufammenfallen. Weil ferner die Winkel 
- D, N gleich find, fo fällt auch die Seite DF auf NL*. Fotto 
Nun ift von Einem Punkte (den zufammenfallenden 
E, B) nach Einer graden Linie (den zufammerfallenden ` 
DF, NL) nur ein einziges Perpendikel möglich *, "rg, 
folglich müffen auch die Perpendikel EH, BM cinan- 
der decken, In diefer Lage gehn die dritten Seiten ER, 
BC beyde durch denfelben Punkt (E, B), und Dein 
auf diefelbe grade Linie DF, NL, zu einerleySeitedes . 
Perperdikels EH, BM, und zwar der Vorausfetzung 


nach unter gleichen Winkeln L = F auf. Folglich 
möüffen fie zufammenfällen * allo die beyden Bey EZ 
ecke einander decken. A 


Foigerung ı. ‘Aus'der-Gleichheitzweyer Win- 
kel und einer Seite in zwey Dreyecken, folgt alfo die 
Gleichheit. des Flächenraums beyder Dreyecke, der drit- 
ten Winkel BE und der beyden andern - den gleichen 
Winkeln gegenüberftehenden Seiten, NL = DË und 
BL = EF. 

Folgerung 2. 'Zwey rechtwinklige Dreyecke 
decken einander, wenn in ihnen aufser dem rechten 
noch ein andrer Winkel, und irgend eine der Seiten 


gleich find. 
Anmerkung. Diefer Satz fehlt bey Le Gendre. Bey Er- 


klid ift er der z6fte Satz des erften Buchs, wird dort aber ander, 

bewiefen als hier, wo ich den Beweis gewählt habe, den man in 

Kifuers Geomenie finder, dh ‚U, 
ES TL ze 
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LEHRSATZ 19. 


Zwey rechtwinklige Dreyecke decken fich, wenn 
die Hypotenufe und eine der Katheten in beyden gleich 
=- if 

Fi .30, Es fey die Hypotenufe AC = DF und die Kathe- 
te AB = DE, fo wird die Deckung der beyden recht- 
winkligen Dreyecke ABC, DEF dargethan feyn, wenn 
bewiefen wird, dafs die beyden andern Katheten BC, 

EF gleich feyn müffen. Gefetzt fie könnten ungleich, 

und BC gröfser alsEF feyn, fo nehme man aufBC ein 

Stück DG — EF und ziehe AG. Dann hätten die bey- 

den rechtwinkligen Dreyecke ABG, DEF gleiche Ka- 
theten, AB=DEundBG = EF; fie müften fich al- 
*6.f£,2. fo decken *, und auch ihre doten Seiten AG, DF 
gleich feyn. Es ift aber nach der Vorausfetzung DF 

— AC. Alfo wäre AG = AC, und wir hätten hier 

zwey gleiche, durch den Punkt A gezogne, auf BC 
fchiefaufftehende grade Linien, in ungleichem Abftand 

* 16.3. vom Perpendikel, welches unmöglich ift *. Alfo ig 
es unmöglich dafs BC und EF ungleich wären, alfo 

e 11. nothwendig, dafs beyde Dreyecke fich decken *, 


(Anmerkung, Auch hieraus folgt, dafs das Perpendikel 
aus der Spitze des gleichfchenkligen Dreyecks auf die Grundlinie, 
die Grundlinie und den Winkel an der Spitze halbirt. ] 


L[eursarz 20) 


Zwey fehiefwinklige Dreyecke decken fich, wenn 
in ihnen zwey Seiten und einer der: Winkel, welcher 
diefen Seiten gegenüberfieht , gleich find, und: dabey 
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die zweyten gegenüberftehenden Winkel beyde feitz, 
oder beyde lumpf find. | 


Es fey NB = DE, BL = EF und der Winkel Fig, 24 
N =D, fo werden die beyden Dreyecke NBL, DEF fich 
unter der Bedingung decken, dafs die beyden andern, 
den gleichen Seiten gegenüberftehenden Winkel, bey- 
de fpitz, oder beyde ftumpf find, welche Fälle die- 
Figur beyde darftellt, 


Man ziehe aus der Spitze der von den gleichen 
Seiten eingefchlofsnen Winkel B, E auf die gegen- 
überftehende Grundlinie oder deren Verlängerung die 
fenkrechten Linien BM, EH *, fo decken fich die »Aufg.3 
sechtwinkligen Dreyecke NMB, DHE weil in ihnen 
einer der fpitzen WinkelN, D und eine Seite NB, DE 
gleich find *. Alfo fallen die, Seiten NM, DH, die og ta 
Punkte B, E, und zugleich die Perpendikel BM, EH 
zufammen. Folglich find dann BL, EF;zwey von Ei- 
nem Punkte eines Perpendikels, nach Einer graden Li- 
nie, (den zufammenfallenden NL, DF) gezogne 
fchiefaufftehende Linien. Da nun; der Vorausfetzung 
gemäfs, erftens die Winkel L, F, welche den zufam- 
menfallenden Linien NB, DE gegenüberftehn und da- 
her auf einerley Seite der fchiefaufftehenden Linie BL, 
EF liegen, entweder beyde fpitz, oder beyde ftumpf 
find, fo müflen diefe fchiefftehenden Linien BL, EF 
Gch auf einerley Seite desPerpendikels befinden *, und +16,2,., 
und da fie zweytens der Vorausfetzung nach gleich 
find, fo müffen fie zufammenfallen $. — Folglich fal- x 16, 2, 
len alle drey Seiten der Dreyecke NBL, DEF zufam- 
men, und beyde Dreyecke decken ficho 
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Anmerkung, Diefen Satz der bey Euklid und Le Gen- 
dre fehlt, habe ich aus Simpfon entlehnt, den Beweis aber felbft 
geführt, da Simpfon die Hauptfache, dafs BC, ET auf einerley 
Seite des Perpendikels fallen müflen, nicht darthut, wozu ihm 
Sätze, wie, die beym rëren Lehtfatz nachgetragnen, fehlten. Dafs 
déier Satz übrigens allein unter der beygefügtenBedingung gilt, 
erhellt aus dem Beweife, Denn nur unter diefer Bedingung iit cs 
nothwendig dafs die fchiefitehenden Linien BL, EF, beyde auf 
einerley Seite des Perpendikels- liegen und fich decken, -:Ohned&m 
könnten fie wie BL, EP auf entgezengeletzten Seiten des Per= 
pendikels liegen, und dann würden fie ihrer Gleichheit ungcach- 
ger nicht zufammenfallen. Die Deckung bliebe alfo ohne jene 
Bedingung zweifelhaft. — Wie, wenn zwey Linien als Seiten 


eines Dreyecks,; und ciw ihnen gegenüberftchernder Winkel gegca 


¿sio ben find, das Dreyeck zu finden ift, tehit Aufg, vo, 
d. U, 
ap OR. e Arte BT; 
EI? Zeen grade Linien AC, BD, welche auf einer 


e E. a dritten AB jenkreche Reha", find parallel, d. h. tref- 
KS: fen nie zujammen, fo weit maw fie auch verlängert *. 
Denn gefetzt' fie träfen in irgend einem Punkte O 
ep, ro, oberhalb oder unterhalb der Linie AB zufammen He) 
— hätte man einen Punkt O,, von welchem zwey ver- 
fchiedne Perpendikel OA, OB noch derfelben graden 
a zé Linie AB giengen, welches ünmöglich ee 

[ Hieraus erhellt die Möglichkeit parällaler Li- 

nien, — Die ı5te Erklärung gehörte alfo hierher.] 


LEHRSATZ 22. 


- Tiy, 32 . Wam auf der graden Linie AB, eine andere BD 
fenkrecht und eine zweyte AC fchief aufjicht, fo dafs 
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der fpitze Winkel BAC nach der Seite jenes Perpench- 
kels zu legt, Io müffen BD, AC genugfam verlängert 
[an der Seite der AB, auf welcher der fpitze Winkel 
liegt] zufammen treffen. 


Aus verfchiednen Punkten F, C, P,.der fchief- 
ftehenden Linie AC feyen auf AB die Linien FG, CM, 
PN fenkrecht gezogen. 


Diefe Perpendikel fallen insgefammt auf die Seite 
der AC, auf wëlcher der fpitze' Winkel liegt *,; d. A "IZ 
der. Vorausfetzung nach insgefammt nach der Seite 
desPerpendikels BD. Die Punkte G, M, N in welchen 
fie auf die AB aufftehn, können nicht mit dem Punkte 
A zufammenfallen, weil BAC kein rechter Winkel ift. 

Eben fo wenig können fie in der entgegengefetzten 
Verlängerung AL der Linie AB Dozen, Denn fonft 
müfste das im Punkte Aauf/AB errichtete Perpendikel 

AE von diefen Perpendikeln durchfchnitten werden, 

(wie z. B. von FH in K)*, und dann wären von dem cr, g. 
Durchfchnittspunkte (K) zwey verichiedne Perpendi- 
kel auf AL vorhanden (RA, KH) welches unmöglich 
if *: folglich müflen die Punkte G, M, N in der Lie , 
nie AB’ von A nach B zu liegen. 

Grade aus denfelben Gründen muß, wenn AC 
gröfser als AF ift, auch derPunkt M von G nachB zu 
in der Linie AB liegen. Sollte er mit G zufammen- 
fallen, fo fünden in G auf AB zwey verfchiedne gra- 
de Linien GF, GC fenkrecht, welches unmöglich i*. o 3. 
Sollte er in die entgegengefetzte Seite der AB fallen, 
fo würde das Perpendikel dus C das Ferpendikel FG 


durchfchneiden, und aus einem Punkte aufseruaib der 
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AB auf ihr zwey verfchiedne Perpendikel vorhanden 
feyn, welches eben fo wenig möglich ift. Folglich 
mufs der Punkt M von G nach B zu fallen, io dafs 
AM gröfser als AG ift, 


Wenn man alfo auf AC ftets in gröfsern Entfernun- 
gen Punkte nimmt, und aus ihnen fenkrechte Linien 
auf ABzieht, fo fällt der Punkt wo fie auf AB aufltehn, 
immer weiter und weiter von A ab. In diefem Wachs- 
thum der Entfernungen AG, AM, AN Gränzen ans 
nehmen zu wollen, würde ungereimt feyn. Denn 
geletzt man wollte behaupten irgend eine der fenkrech- 
ten Linien z.B. CM fey die letzte, folglich die, deren 
Fufspunkt M am weiteften von A abftünde, fo liefse 
fich allemal, aufdie Art, wie es hier gefchehn ift, dar- 
thun, dafs wenn man die AB verlängert *, ein aus ir. 
gend einem Punkte P der Verlängerung auf AB gefill- 
tes Perpendikel PN in einer Entfernung AN, die grös 
{ser als AM it, aufftehn müfste;' ein Refultat, welches 


* Fo. a 


der Annahme, dafs CM die letzte am weiteften von A 
entfernte fenkrechte Linie fey ,-widerfpricht, 


Folglich ftehn auf AB in jeder beliebigen, noch 
fo grofsen Entfernung von Punkte A Perpendikel, die 
aus einem Punkte der AC gefällt find, auf: folglich 
auch in derEntfernung AB, und hier mufs das Perpen- 
dikel mit der fenkrechten Linie BD zufammenfallen, 
da in cinem Punkte B einer graden Linie nur ein ein- 

“t. Z,a, ziges Perpendikel auf diefe Linie möglich ift *; folg- 
lich müflen die Linen AC, BD genugfam verlängert, 
in irgend einem Punkte zufammentreffen, und zwar 
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an der Seite der AB, auf welcher der fpitze' Winkel 
BAC liegt. 


[Anmerkung. Diefes ift der Fundamentalfatz in der Lehre 
von den Parallellinien, geilen Beweis, wie ihn Le Gendre führt, ich 
aufdas Vortheilhaftelte darzuftellen, und, (wie man aus den Citaren 
fehn kann) durch Einfchaltung früherer von Le Gendre übergange- 
ner Sätze in das Syftem, ich noch beffer zu begründen gefuchrhabes 
Aus diefem Satze folgt der 24lte Lehrfatz, defen Beweis, wie 
es fcheint, Euklid für unmöglich hielt, und den in der Thar noch nie- 

„mand, fo viele Wege man auch eingefchlagen har, elementarifch und 
völlig bindend dargethan hat. Hr. Le Gendre würde fich daher 
ein bleibendes Verdienft um die Geometrie erworben haben, wenn 
der hier mitgetheilte Beweis biedend und ohne Lücke wäre, und 
Gch dagegen nichts anders einwenden hefse, als was Le Gendre 
felbft in einer Anmerkung erinnert, dafs die Idee‘ des Unendli- 
chen dabey mit ins Spiel komme (welches, wenn es nur auf ge- 
hörige geomerrifche Art gefchieht, _ nicht tadelnswürdig fen 
könnte). Ich glaube aber an Hr. Le Gendres Beweis zweyerley 
ausfetzen zu müffen. 


Erftens wird im indirecten Beweife im Erften Abfarz unbe- 
wiefen behaupter, dafs die als fenkrecht angenommene FH das 
Perpendikel AE durchfchneiden müffe; eine Lücke die jedoch 
leicht auszufüllen it, wenn man nur die von unferm- Verfaffer 
übergangnen Sätze vom Schneiden der Linien den Principien der 
Geometrie zufügt, wie ich das zu thun verfucht, und deshalb 
auf Grundfarz 8 verwiefen habe, 


Zweytens, und das At die Hauptfache, thut deier Beweis 
zwar überzeugend dar, dafs, falls esin der Verlängerung ciner 
graden Linie keine Gränzen giebt, (und dafs es die nicht gebe 
liege in Forderung z,) es auch kein letztes Perpendikel aus Punk- 
ten der AC auf AB geben könne, Allein daraus folgt keineswegs, 
wie im dritten Abfatz ftillfchweigend angenommen wird, dafs es 
in der Entfernung jener Perpendikel vom Puiikte A keine: Granze 
geben könne, Denn es wäre vielleicht duch denkbar, dafs bey 
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gleich weitsentfernten Panktenauf der AC, die Perpendikefauf AB 
immer weniger von einander abftünden, und ihre Entfernungen 
vielleichtin diner geometrifchen oder andern unendlichen Reihe die 
eine endliche Summe hat, abnehmen könnten, da denn für gewifle 
Entfernungen der BD,-die AC lich ihr affyınptotifch nähern würde, 
ohne íc je zu erreichen. In diefem Fall wäre zwar eine Gränze 
in der. Entfernung jener Perpendikel vom Punkte A auf der Linie 
AB verbanden, über die heraus für jede Entfernung von A kon 
Perpendikel aus einem Punkte in der AC die AB mehr duchfchnir- 
te, allein dem ungeachtet gäbe es kein letztes Perpendikel, weil es 
bey allen Annäherungen ohne Ende keinen letzten Zuftand giebt. 
Es fcheint daher etwas übereilt zu feyn, wenn Hr. Le Gendre 
im vierten Abfatz aus dem was dargethan ift (d. h, daraus dafs 
es kein letztes Perpendikel giebt) unmittelbar folgert, dafs in 
jeder noch fo grofsen Entfernung von A ein Perpendikel aufitehe ; 
eine Folgerung aie nur dann gültig wäre, wean er dargethan 
hätte, dafs es in der Entfernung der Durchfehnitespunkte der Per- 
pendikel auf der Linie, AB, vom Punkte A an gerechnet, keine 
Gränze giebt. So lange er uns diefes nicht beweift (und das 
möchte auf dem Wege, den er einfchiägt, kaum möglich feyn) 
Können wir feinen Beweis nicht als’ bindend erkennen, fondern 
müffen ihn, fo viel Scharfinn er übrigens verräth, den nichr 
ganz Seglückten Verfuchen die Schwierigkeit in’ der Theorie der 
Paralleliinien zu heben, beyzählen. Unferm Lefer wird er we- 


nigftens dazu dienen, dafs er einficht, worauf die Schwierigkeit 
bey diefem Sarze beruht , welches mehreren, die Gch mit diefer 


"Theorie befchäftigt haben , nicht .fcheint recht deutlich gewefen 
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au en, — Ueber die Vepfuche die Theorie der Parallellinien 
suf cinem andern Wege zu begründen , fehe'man die erfte unter 
den Bemerkungen, welche dreien Elementen angehängt find, 


d V, 
LUEHRSATIzZ..83, 


Wenn zwey grade Linien AC, BD it einer 


sas. An, itten AB zwey innere Winkel* CAB, ABD 
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bilden, deren Summe zıwey rechten Winkeln gleich ift, 
Jo find fie parallel. 

Aus dem Punkt G in der Mitte zwifchen AundB 
fey fenkrecht auf AC die gradeLinie EGF gezogen *. 
Der Vorausfetzung nach find GBD + GAE zwey rech- 
ten Winkeln gleich. ‘Nun find auch, "ale Nebenwin- 
kel, GBD +. GBF awer rechten Winkeln; alfo,.der 
Summe jener beyden Winkel gleich*. Folglich GAE 
= GBF,* Ueberdem find als Scheitelwinkel AGE, 
BGF, und der Conftruction gemäfs die Seiten GA. GB 
gleich, ` Folglich decken fich die beyden Dreyecke 
AEG ,- BEG *, und auch die Winkel GER, GEA 
find gleich, Nun ift GEA der Conftruction -gemät 
ein rechter Winkel, alfö auch: GFB. Folglich ftehn 
die beyden Linien AC, BD auf tiner dritten- fenkrechr, 
find alfo parallel *. 

[Folgerung. Sollen alfo zwey grade Linien. zu- 
fammentreffen, fo müflen fie mit jeder dritten, wel- 
che fie durchfchneiden ,..zwey innere Winkel. bil- 
den, die zufanımen genommen - gröfser oder kleiner 
als zwey rechte find.] 

LıE H IRUS ATZ 24 
Wenn zwey grade Linien: Al, BD, mit einer 
dritten AB zwey innere Winkel, BAI, ABD bilden, 
deren Summe kleiner als zwey rechte Winkel ijt, fo 
treffen fie genugfarn verlängert zufasmmen, und zwar 
an der Seite der AB, an welcher die beyden innern Wins 
kel, die kleiner als ziwey rechte find , liegen. ] 

Man ziehe durch A die grade Linie AC, [unter 

einem Winkel, welcher dem Nebenwinkel von ABD 


"Aut 


ZAute, 4 
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IE 
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gleich if *] fo dafs die beyden innern Winkel CAR, 
ABD zufaımmengenommen zwey rechten Winkeln 
gleich werden, und nehme dann diefelbe Conftruction 
als beym vorigen Satze vor, — Da dann AE das Per- 
pendikel und AK eine fchiefftehende Linie auf EG ift, 
die beyde durch denfelben Punkt A gehn, fo ift der 
Winkel ARE, welcher mit dem Perpendikel auf einer- 
ley Seite der fchiefftehenden AR liegt, Ipitz *, folg- 
lich auch fein Scheitelwinkel FKI* Daher müffen 
KI, FD genugfam verlängert oberhalb ER zufaimmentref. 
ten 5, [Nun aber können fie nicht in dem Stück BF 
zufammentreffen; weil fonft die Winkel BAI, ABD, 
gegen die Vorausfetzung nicht auf einerley Seite der 
AB liegen würden. Folglich müffen fie in dem Stück 
BD, alfo oberhalb AB zufammentreffen, dri, an der 
Seite der AB, an welcher die beyden innern Winkel, 
die kleiner als zwey rechte find, liegen. ] 


Zufatz I. Daffelbe findet auch ftatt, wenn zwey 
Linien AM, BD mit der dritten AB zwey innere Win- 
kel BAM, ABD bilden, deren Summe größer als zwey 
rechte Winkel ift. Denn da die Summe der Nebenwin- 
kel BAM, BAN und ABD, ABF vier rechten Winkeln 
gleich it *, und der Vorausfetzung nach BAM + 
ABD gröfser als zwey rechte Winkel it; fo mufs die 
Summe der beyden andern Winkel BAN -} ABF klei- 
ner als zwey rechte Winkel feyn, allo AN dem vo- 
rigen Beweife zu folge mit BF zufammentreffen, [jetzt 
aber unterhalb AB, da in diefem Fall die innern Win- 
kel, die kleiner als zwey rechte find, unterhalb AB 
liegen.] 
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Zufatz II, Durch jeden Punkt A if} mit einer 
graden Linie BD nur eine einzige Parallellinie AC mög- 
lich. Denn jede von AC verfchiedne grade Linie 
Al oder AM, bildet mit AB einen kleinern oder einen 
gröfsern Winkel als AC, folglieh zwey innere Winkel, 
deren Summe kleiner oder gröfser als zwey rechte ifts 
durchfchneider alfo BD. 


[Anmerkung. Die Beftinmung zu welcher Seite der AB, 
die beyden graden Linien zufammentreffen, fehlte bey ùnferm 
Verfaffer mit Unrecht, da fie von vielem Gebrauch itt. — Der 
Lehrfarz felbft it Euklids eilfer Grundfarz, über den man einige 
Bemerkungen am Ende diefes Werks findet, wo auch unfer 
Verfaffer eine überrafchende analytifche Merhode angiebr, wie 
fich die Hauptfätze der Geometrie unabhängig von der Theorie 
der Parallellinien darthun lafen, ] 
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Wenn zwey Parallellinien AB, CD von einer gra- Fig, 34 
den Linie EF gefchnitten werden , fo if: die Summe 
der beyden innern Winkel AGO, GOC zwey rechten 
Winkeln gleich. 


Denn gefetzt fie fey kleiner oder gröfser als zwey 
rechte Winkel, fo müften, dem vorigen Lehrfatz zu 
folge, beyde Linien zufammentreffen, wären alfo nicht 
parallel, 


Folgerung 1. Wenn AGO ein rechter Winkel 
ift, fo mufs es auch der zweyte innere Winkel GOC 
feyn, Folglich Debt jede grade Linie, die auf einer von 


zwey Parallellinien feukrecht flieht, anch auf der andern 
fenkrecht, 


bw" 
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Folgerung 2. Da AGO 4- GOC zwey rechten 
Winkeln gleich ift, Oberdem auch die Summe der Ne- 
benwinkel GOD + GOC zwee rechte Winkel beträgt, 
{oilit AGO gleich GOD, alfo auch gieich dem Scheitel- 
winkel des letzternCOF. Alfo find fowohl die vier fpitzen 
WinkelEGS, AGO, GOD, COF einander gleich, als 
auch die vier ftumpfen Winkel EGA, BGO, GOC, 
DOF; und jeder der Spitzen macht mit jedem der 
ftumpfen. Winkel zulammengenommen zwey rechte 
Winkel aus. — Umgekehrt it, wenn AGO gleich 
GOD oder COF ift, auch AGO + GOC gleich GOD 
+ GOC d. h. zwey rechten Winkeln gleich. 


Anmerkung. Diefe Winkel liegen um zwey verfchiedre 
Durchfchnietspunfite G, O. Ein Winkel an einem Durchfchnitts- 
punkt in Verbindung mit einem Winkel am andern Duzchfehnitts- 
punkt betrachtet, geben Paare von Winkeln, denen man eigne 
Namen gegeben hat. Die Winkel zwifchen beyden Parallelli- 
nien, welche zu einerley Seite der durchfchneidendenLinie liegen, 
nennt man vorzugsweife innere Winkel (angles inteınes) z. B, 
AGO, GOC auch BGO, GOD; die Winkel zwilchen beyden 
Parallellinien, welche auf enrgegengefetzter Seite der durchfchnei- 
denden Linie legen, Wechjelswinkel (angles alternes oder alternes 
internes) $, B. AGO, GOD auch BGO, GOC; endlich ein Paar 
Winkel auf einerley Seite der durchfchneidenden Linie, wovon 
einer zwifchen , der andere aufserhalb der beyden Parallellinien 
liegt, änfsere Minkelf( angles internes - externes), dergleichen 
EOD, EGB, auch EGA, EOC; FGB, FOD, und FGA, FOC 
find.: (Die Winkel aufserhalb beyder: Parallellinien, auf entge- 
gengefetzter Seite der durchfchneidenden Linie , zi B. EGB, 
COF nennt Le Gendre ‚alternes - externes; im Deutfchen wür- 
den wir fie am fchicklichften äußere Wechfelswinkel nennen.) — 
In diefe Benennungen übertragen, fagt uufer Lehríatz und die 
vorhergehenden folgendes aus, 
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1, Toon zwey Parallellinien von einer dritten graden Linie 
durchfchnitien werden , fo find e) die annern Winkel —atomgen 
genommen zweyrechten Winkeln gleich; Ê) die Wechfelswinkel and 
Y) auch die ünfsern Winkel untereinander gleich. 

2. Wenn ungekebrt zwey grade Linien fo von einer dritten 
durchfchnitten werden, dafs die Summe der Innern Winkel zwey 
rechte ‘beträgt, oder dafs die Wechfelswinkel, oder dif die 
Aecufsern - Winkel gleich find; fo find die Linien parallel*. Eins, " 23. 
diefer Merkmale zieht ftets die beyden andern nach fich, wie aus 
Folgerung 2 erhellt. 


DG Werden dagegen zwey grade Linien von einer dritten fo 
durchfchnitren, dafs die innern Winkel nicht zwey rechten, und Fig, 33« 
die Wechfelswinkel, fo wie die.äufsern Winkel, ag icht Untereinan- 
der gleich find, fo tr effen diefe Linien zufammen , und zwar an 
der Seite der durchfchneidenden Linie, an welcher die innern 
Winkel IAB + ABD<{ 2 R find *; folglich an der Seite, wo * 24. 
der kleinere der Wechfelswinkel liegt JAB<{ ABF oder. ABD < 
BAL, oder an der Seite an welcher der kleinere von-zwey äu- 

{sern Winkeln zwifchen den Farallellinien liegt, 1 

Ca, Auf die Sätze unter 2 beruht die Coufiruction der Da 
lellinien , im Aufgabe 6, und daher auch die Möglichkeit des Fa- 
vallelogremms*, welches entftehr, wenn man von zwey Punkten y E. 19. 
einer Paralleilinie nach der andern gleichlaufende Linien ziehr, Fig. 34- 


folglich Parallelen zwifchen Parallelen bilder. ] 
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Zwey grade Linien AB, CD, welche mit einer Pie, 35. - 
dritten EF parallel find, find untereinander Jelbft pa- 
rallel. l 

Es {fey RP ein Perpendikel auf EF, : Weil nun AB 
mit EF parallel it, fo fteht RPauch auf AB Zenkrocht di 
Weil zweytens CD mit EF parallel ift, fo Debt Rp 
auch auf CD fenkrecht, Alfo ftelın AB, CD beyde, 


go Etu e nm 


auf einer graden Linie RP fenkrecht; folglich find fie 


* zt, untereinander parallel *. 
LEHR SATZ 27. 


Zwey Parallellinien ftehn überall gleich weit von 
einander ab, d.h.Perpendikel, die von Punkten in der 
einen auf «ie andre gefällt werden, find überall gleich. 

Es mögen BA, DC zwey Perpendikel feyn, wel- 


Fig. 36. 


che aus Punkten in der einen Parallellinie BD aut 

die andre Parallellinie AC gefällt find, Ferner 

fey F ein Punkt in der Mitte von! BD, und FE 

das Perpendikel aus diefem Punkt auf AC. Alle drey 
Perpendikel ftehn auf beyden Parallellinien zugleich 
sett, fenkrecht *, daher die Winkelum A, E, C, D, F, B 
insgefamint rechte find. Diefes vorausgefetzt behaupte 

ich, dafs das Viereck AEFB fich mit dem Viereck 
CEFD deckt. Beyden ift die Seite FE gemein. Da ferner 

die Winkel bey beyden rechte find, folglich einander 
decken, und der Conftruction gemäfs BF = FD ift, 

fo fällt der Punkt B auf D, und da die Winkel bey 

B und D beyde rechte, alfo ebenfalls gleich find, fällt 

auch BA auf DC, Ueberdem fällt, weil bey E rechte 
Winkel find, EA auf EC, folglich auch A auf C, als 
Darchfchnittspunkte zweyer zufammenfallender Li 

sien, Alfo decken fich die beyden Vierecke,- und 

die Perpendikel AB, CD find gleich. [Da diefer Be- 

weis für alle Perpendikel gilt, fo flehr folglich zwey 
Parallellinien durchgängig gleich weit von einander 

eu. EL ab *, find lineae aequidiftantes; eine Eigen- 
fchaft, woraus mehrere die Definition und die ganze 
Theorie 
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Theorie der Parallellinien zu gründen gefucht haben, 
wozu diefe Eigenfchäft jedoch erft vermöge des folgen 
den Lehrfatzes tüchtig wird. Siehe Bemerkung ı, am 
Ende diefes Bandes. ] 

Zufatz. Grade auf diefelbe Art wird der umges 
kehrte Satz bewiefen, dafs eine Linie, ‚welche von ei, 
ner graden Linie in allen ihren Pünkten gleich weit 
abiteht, auch eine grade Linie, und zwar eine Paral- 
lellinie mit der erftern feyn mufs, Daraus folgt dafs 
eine Linie die mit einer gegebnen Linie paraliel läuft, 
der geometrifche Ort aller Punkte it; welche von der 
gegebnen graden Linie gleich weit abftehn , oder def 


geometrifche Ort für die Aufgabe einenPunkt anzuge 
ben, der von einer gegebnen graden Linie um eine 
gegebne Linie abftehr. Alle Punkte in der Parallelli- 
nie und keiner aufser Abr, thun deier Aufgabe ge. 
nüge $, vi Eai 
Leursarz’2ß] 


Zwey grade Linien in einer Ebene, tvelche nicht Fig 37, 

parallel find, flehn iiberall ungleich weit von einander 
ab, und zwar wird ihr Abfiand nach der Seite zu, 
eo fie einander durch/chneiden, immer kleiner, nach 
der enigegengejetzten immer gröfser. 

Es mögen AC; BH, 2wey grade Linien feyñ, 
welche nach der Seite von C und H hin zufainmentref- 
fen Von zwey Punkten B und H der einen, fälle man 
auf die andere die Perpendikel BA und HC, fo mu 
HC < BA feyn. 


F 


a , De a u e" ag 


Denn man ertichte auf der Mitte von AC eine 
dritte fenkrechte Linie EG; fo mufs, weil beyde Li- 
nien fich nach C und H zu, durchfchneiden follen, 


* 23, £, diefer Vorausfetzung gemäls EGH + GEC <2 R *, 


#2.12.5 


folglich EGH < R alfo fpitz feyn. Nun aber läfst 
das Viereck GECH fich wie im vorigen Beweife fo auf 
das Viereck GEAB legen, dafs GE, EC, CH, aufGE, 
EA, AB, fallen, Gefetzt nun erftens CH fey gleich 
AB, fo würden beyde Vierecke völlig einander de. 
chen, alfo EGH ein rechter Winkel feyn, welches der 
Vorausfetzung widerfpricht. Gefetzt zweytens CH: 
fey gröfser als AB, fo würde, indem CH auf AB liegt 
der Punkt H in der Verlängerung von AB, über B 
hinaus fallen; folglich müften die Schenkel EG, GH, 
den Winkel EGB einfchliefsen, alfo EGH > EGB *, 
d- i, der Spitze Winkel gröfser als der ftumpfe feyn, 


. "welches ungereimt wäre, Alfo mufs nothwendig HC, 


kleiner als BA Leen, alfo der Abftand zweyer folcher 
Linien nach |der Seite des Durchfchnittspunktes hin 


immer kleiner, nach der entgegengefetzten Det grö- 
fser werden. 


Die beyden Linien alfo nähern fich einander immer 
mehr auf der Seite des Perpendikels, auf welcher der 
Durchfehnittspunkt liegt, oder convergiren nach dem 
Durchfehnittspunkte zu, entfernen fich dagegen von ein- 


ander immer weiter oder divergiren auf der entgegenge- 


letzten Seite des Perpendikels, Und zwar nimmt hier 


ihr Abftand ohne Gränzen zu, und kann deshalb 
gröfßser als jede angebliche Gröfse werden, 


KU, 
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LEHRSATZ 29 


Zwey Winkel BAC, DEF find gleich, wenn ihre Fig. 33- 


Schenkel nach einerley Seite zu untereinander parallel 
laufen, d.h. jo, da/s je zweu der parallelen auf ei- 
sıerley Seite der anderis Schenkel liegen. 

Man verlängere, falls es nëthig it, den Schenkel 
DE des cinen Winkels, bis er einen Schenkel des an- 
dern Winkels in einem Punkte G. durchfehneidet. 
Dann werden die beyden Parallellinien ER, AC von ei- 
ner graden Linie DG durchfechnitten, folglich find, 
als äufsere Winkel, DEF, DGC gleich *, Ueberdem 
find auch DGC, BAC, als äufsere Winkel an den 
Parallellinien GD, AB gleich; folglich auch die Win- 
kel DEF, BAC, 

Anmerkung. Daraus, dafs die Schenkel zweyer Winkel 
untereinander parallel ind, läfst Gch auf die Gleichheit beyder 
Winkel nur unter der Bedingung fchliefsen, dafs die parallelen 
Schenkel EF, AC nach einerley Seite der andern parallelen Schen- 
kels ED, AB, und diefe nach: einerley Seite von jenen zu liegen 
[qwils foyent dirigés dans le même fens; ein Wort dem im 
Deürfchen keins entfpricht.] Auch find die Winkel gleich, wenn 
die parallelen Schenkel beyde auf entgegengeferzten Seiten der 
andern liegen,  Zwey Winkel wie DER, BAC, in welchen zwey 
der parallelen Schenkel ED, AB dicte Lage haben, die beyden 
andern E'H, AC aber auf entgegengeferzten Seiten der andern 
Schenkel hegen, find nicht gleich, fondern erganzen einander 
zu zwey rechten Winkeln, 


EFE H REE 2 masse 


Wean man die Seite CA eines Dreyecks verlän- 


Dag A 


vet, fo if der von der Verlängerung AD und der Fig. 39, 


Ta 
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andern nicht verlängerten Seite AB eingefchlofsne äu- 
fiere Winkel am Dreyeck BAD der Summe der beyden 
innern ihm entgegenftehenden Winkel B und G gleich 

Ziehe durch den Winkelpunkt A parallel mit der 


*Aufg,6 gegenüberftehenden Seite BC die Linie AE *. An der 


Kë? 


die Parallelen durchichneidenden graden Linie AB find 
die Wechfelswinkel B, BAE, an der andern fie durch- 
fchneidenden graden Linie CD die äufseren Winkel C, 
EAD gleich. Folglich it B + C gleich BAE -+ EAD 
d. h, gleich dem äufsern Winkel BAD. 
[Folgerung. Der äufsere Winkel ift alfo gröfser 


als jeder der beyden Innern die ihm gegenüberftehn.] 


LEHRSATZ 3L 


Die drey Winkel eines Dreyecks find zu/anmmen- 
genommen Z1bey rechten Winkeln gleich. 

Denn da nach dem vorigen Lehrfatz B+ C= BAD 

ift, fo wird wenn man beyderfeits den dritten Winkel 

A hinzufügt, A + B + C = A -+ BAD = zwey tech, 


ten Winkeln, * 
Folgerung 1. Wenn zwey Winkel eines Dreyecks, 


oder ihre Summe gegeben wird, fo ift auch der dritte Win- 
kel (als der Unterfchied zwifchen zwey rechten Win- 
keln und deier Summe) bekannt, Ihn zu änden lehrt 
Aufgabe 7. 

Sind folglich zu zwey Dreyecken zwey Winkel gleich, 
Jo find es auch die dritten Winkel, und beyde Dreyecke 
gleichwinklie, 

Folgerung 2, Kein Dreyeck kann mehr als Einen 
rechten oder Einen flumpfen Winkel haben. Denn hätte 
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es deren zwey, fo müiten die drey Winkel zufammen- 
genommen gröfser als zwey rechte feyn. 

In jedem rechtwinkligen oder ftumpfwinkligen 
Dreyeck find zwey Winkel fpitz. Im rechtwinkligen 
beträgt die Summe der fpitzen Winkel einen rechten 
Winkel, und im rechtwinkligen gleichfeheakligen Dreyeck 
ift jeder der fpitzen Winkel einem halben rechten 
gleich * Die Winkel an der Grundlinie eines gleich- * 12, 
fehenkligen Dreyecks find allemal fpitz, x 

Folgerang 3. Im.gleichfeitigen Dreyeck beträgt 
jeder Winkel zwey Drittel eines rechten *. Ay 

[Folgerung. A Nimmt man folglich auf dem ei- Fig. 17 
nen Schenkel eines rechten Winkels GCB ein beliebiges 
Stück CG -und befchreibt darüber ein gleichfeitiges 
Dreyeck *, fo wird dadurch der rechte Winkel in uge 
zwey Stücke geichnitten, weiche 3 R und 3R betragen ; 
und halbirt man den Winkel Im gleichfeitigen Dreyeck 
GCD *, fo wird der rechte Winkel in drey gleiche Theile "Aufg.s 
getheile.] 
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Die Summe aller innern Winkel eines gradelinig- 
ten Vielecks beträgt fo viehmal zwey rechte Winkel, 
als dxs Vieleck Seiten, weniger zıwey, hat. 

Es fey Fig. 5, ein Vieleck von beliebig viel Sei- 
ten. Zieht man die Diagonale AC fo, dats fie ein Drey- 
eck ABC abfchneidet, fo bleibt ein Vieleck ACDEFG 
übrig, welches eine Seite weniger als das erfte Vieleck 
hat, und deffen Winkel zufammengenommen, Vera 
mehrt um die Summe der Winkel des Dreyecks ABC, 
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d. h. umzwey rechte Winkel der Summe'dêr Winkel des 
erften Vielecks gleich find. — Folglich ift die Summe al- 
Jer Winkel eines Viekeckt der Summe der Winkel eines 
Dreyecksundzwey rechten Winkeln, d. h. vier rechten 
Winkeln gleich ; die Summealler Winkeleines Fänfecks, 
der eines Vierecks und zwey rechten Winkeln, d. h. fechs 
rechten Winkeln, und fo ferner, indem die Summe 
aller Winkel für jede hinzukommende Seite um zwey 
rechte Winkel ¢ grölser wird, Da nun unfer Satz vom 
Dieyeck, Viereck, Fünfeck gilt, fogilt er auch vom 
Sechseck u. £ w. Folglich beträgt za jedem Viereck die 
Sumine aller Winkel fo vielmal zwey rechte Winkel, 
als das Vieleck Seiten, weniger zwey, hat. [ Gefetzt 
alfo cs habe n Seiten, fo iit die Summe aller Winkel 
diefes n Ecks gleich (n— 2) xaR. ] 

Folgeruag 1. Injeinem gleichwinkligen Vieleck 
erhält man die Gröfse jedes Winkels, wenn man die 
Somme aler, ` durch die‘ Zahl der Winkel, dividirt, 
Daher ift jeder Winkel im gleichvernklgen Viereck ein rech- 
ter, im BE Fünfeck2 R; im gleichwinkligen 
Sechseck Z e HR oder 3 IRG e tf [überhaupt im gleichwin- 

-kligenn Ee, (a2) X 2 R.] 
u 

WA man alfo lauter gleichwinklige Figuren von 
‚einer. gleichen Anzahl von Seiten fo um einen Punkt 
in einer Ebne zufammen legen, dafs fie ringsumher jan- 
einander fchliefsen, und keine Lücke laflen, fo laf fich 
- „das.nar mit 6 oleichw@nkligen Dreyecken, oder mit 
4 gleichwinkligen Vierecken, oder mit 3,Sechsecken, 
und mit keiner andern gleichwinkligen Figur bewerk- 
ftelligen. ] 
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[Folgerung 3. Verlängert man eine Seite des 
Vielecks, fo entiteht ein äufserer'Winkel, der als Nè- 
*benwinkel des innern, diefen zu.zwey rechten Win- 
"kein ergänzt. ` Verlängert man daher ap jedem der 
Winkelpunkte eines n Ecks eine der Seiten, fo find 
: die n Ääufsern Winkel des Vielecks, die dadurch entftein, 
- zufamimengenommen gleich dem, ` was der Summe aller 
innern Winkel des Vielecks an pn rechten Winkeln 
fehlt, mithin allemal gleich zue rechten: Winkeln. 


Doch gilt diefesnicht bey Fielecken mit erhabnen 
Wiakeln*®, wiewohl für diefe die Ausfage desLehrfatzes « E ‚& 
wahr bleibt. Bey ihnen nimmt; für, jeden erkahnen 
Winkel die Summe der äußern: Winkel mit zwey 
rechten Winkeln zu. } 

[Anmerkung Der hier geführte Beweis des Lchrfätzes 
ift unferm Verfafler eigen. Zieht man aus einem} willkührlich ¿m 
Vieleck angenominenen Punkte C nach den Eckpunkten grade lin 7 
Linien, fo entftehn fo viel Dreyecke als die Figur Seiten Tat, 

im n Eck alfo n Dreyecke, deren Winker zufammengenoimnten 

n x 2 R betragen. Die Summe diefer Winkel übertrifft die 
Summe aller Winkel des n Ecks um die Winkel welche am Punk- 

te C liegen, d, h, um vier Rechte *, oder az zb, daher alle "e, Z 2, 
Winkel des nEcks zufammgngenemmen (n — 3) 3 3 R betragen, , 
Das ifeder gewöhnliche Weg delen Satz zu beweifen.] 
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Wenn man auf den Schenkeln eines Winkels 4 Fig, ge, 
zwey PerpendikelBD, CE, errichtet, fo durchfthnei- 
den fich diefe unter einen Winkel G, welcher dem Win- 
kel A gleich if. | 


E än STE en: 


Dafs beydePerpendikel fich in irgend’ einem Punk- 
te-G durchfchneiden müflen , folgt daraus, weil fie 
fonft parallel feyn, alfo beyde. fowohl ‚auf dem einen 
als dem andern Schenkel des Winkels A fenkrecht fiehn 

“25. f n müften *, da denn diefe Schenkel felbt, gegen die 
Vorausfetzung, parallel wären, ‚Hierbey giebt es nun 
zwey Fälle, je nachdem der Durchfchnittspunkt-G au- 
fserhalb der beyden Schenkel des Winkels A, oder 
zwifchen ihnen fällt. 


Liegt CG aufserhalb der beyden Schenkel, fo ent- 
ftehn 1wey Dieyecke GFB, ACF, worin Bund C als 
rechte Winkel, und überdem die Scheitelwinkel bey 
"EF gleich find. Folglich find auch ihre dritten Winkel 
A und G gleich, welches zu erweifen war, 


Liegt der Durchfehnittspunkt g der Perpendikel 
Bg, cg zwifchen den Schenkeln des Winkels A, fo 
entfteht ein Viereck ABgc, worin die Winkel bey 
B und ç rechte find. Da nun die Summe aller vier 
Winkel des Vierecks nach dem vorigen Lehrfatz vier 
rechte beträgt, fo it A+Ebgc=2R. Es find aber auch 
als Nebenwinkel’Bge + Bge = -2 R, folglich it A 
= Bge, welches zu erweilen war, 


Anmerkung, Im erfew Fall ift alfo der Winkel den die 
beyden Perpendikel BG, CG felbf einfchliefsen, dem Winkel A 
gleich, Im zweyten ilt es hingegen der Nebenwinkel des Winkels 
Bgc, den die beyden Perpendikel’ felbft einfchliefsen ‚oder der 
Winkel den eins der Perpendikel und die erlag des an- 
dern umfpannt, Auf diefe Beitimmung mufs man bey der Anwen- 
dung diefes Satzes, den ich in keinem Syftem der Geometrie 
finde, forgfälug fehn, d. U. 
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Jedes Parallelogramm wird 1) durch eine Dia- 
gonale in zwey fich deckende Dreyecke getheilt; und 
2) find die gegenüberfichenden Seiten und Winkel Fig, 4r 
deffelben einander gleich, 


Es. fey ABCD ein Parallelogramm *, und AC ie As 
Diagonale deffelben. Diefe bildet mit den beyden Paa- 


ren gegemüberftehender paralleler Seiten gleiche Wech- 


felswinkel DAC = BCA undDCA = BAC *, folglich Nas: 
zwey Dreyecke ADC, ABC, die, da fie über die ge- 
meinfchaftliche Linie AC beichrieben find, -einander 
decken *, - 17: 


Deshalb find zweytens die fich deckenden Seiten 
AD, BC, und AB, DC welche iin Parallelogramm ein- 
ander gegenüberftehn, gleich; ferner die gegenüber- 
ftehenden Winkel B= D und endlich auch, ais Sum- 
men der gleichen Winkel DAC + BAC und BCA + 
DCA, die gegenüherltehenden Winkel A zs C 


[Folgerung T, Folglich fad überhaupt Paralle. 
len zwifehen Parallelen ( nicht blos rechtwiuklige *) e, * 27. 
ander gleich. Wenn z, B AB; CD, und zugleich EF, Fig, 34, 
HI, parallel find, (out GH = Ol. und GO = HI, 


Daraus folgt dafs der geometrifche Ort des End- 
punkts.G einer gegebnen graden Linie OG, welche 
auf einer zweyten CD unter einer gegebnen Lage, 
z. B. parallel mit HI aufiteht, eine Parallellinie AB mit 
der erftern it. (Apoll. eb. Oert, I,20) >teht fie auf ei- 
nem Kreife unter einer gegebnen Lage auf, fo ift ihr 
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Ort ein Kreis, wie aus dem folgenden Buche erhellen 
wird. 

Fir. an Folgerung. 2 Werden umgekehrt Parallelen von 
zwey andera Linien fo durchfchnitten dafs, der Abfehnite auf 
der einen kleiner als auf der andern if}, fo convergiren die 
durchlöhneidenden Linien nach der Seite des kleinern Ab- 
fchnitts zu einander, und treffen hier, gehörig verlän- 


gert, zufammen.] 


Fige4t [Zufatz I. Ein Parallelogramm wird alfo durch drey 
Stücke völlig beflimmt, nemlich durch zwey aneinander 
liegenden Seiten, AB, AD, denen die gegenüberfiehen- 
den gleich feyn müffen, und durch einen Winkel z. B. 
den von AB, AD, eingefchlofsnen Winkel A. ` Denn 
der Winkel C, der diefem gegenüberfteht, it ihm 
gleich, und die beyden Winkel, welche mit ihm an 
deifelben Seite anliegen, ergänzen ihn wegen des Pa- 
rallelismus der gegenüberftehenden Seiten zu, zwey 


u ag, rechten Winkeln *, 


Hat folglich ein Parallelogramm einen rechten Winkel, 
fo find fie alle recht und die Figur A8 ein Rechteck. 


Das Parallelögramm aus drey gegebnen Stücken 
wirklich zu befchreiben ‚ lehrt mit Hülfe des folgenden 
Satzes Aufg. 11, wo überdem die Möglichkeit der 
in Erkl. 19 erwähnten Arten der ‚Parallelogramme, dar- 

gethan wird. 


Zufatz Il. Unter allen Parallelogrammen ift 
das Rechteck das einzige das völlig beftimmt ift, wenn 
zwey Seiten gegeben werden; bey den übrigen kömmt 
es noch auf.den Winkel an, unter weichem diefe Sei- 
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ten gegen einander geneigt find. Hierauf gründet fich 
der Sprachgebrauch ABCD ein Rechteck aus (den beyden 
Linien AB, BC, oder ein Rechteck unter diefen Linsen au 
nennen, und es lediglich durch diefe-beyden En 
zu bezeichnen, z,B. durch ABBC oder ADC» So be- 
deutet alfo.das Rechteck ABE; ein Rechteck, welches 


Fig, 43 


aus den beyden Linien AB und BE belfchrieben ift 


Die Alten dehnten diefen Sprachgebrauch feibit io weit 
aus, dafs fie ein folches Rechteck durch den Ausdruck : 
das was zwijchen den beyden Linien Ab uud DE einge) chlos- 
fenift, bezeichneten. ; 

Ein Quadrat wird durch eine Seite völlig beflimmt, 
daher man die Quadrate durch ihre Seite characreri- 
firt. So ift Fig. 44. ein Quadrat aus Ab beichrieben, oder 
das Quadrat der Linie AB, E 

Zufatz III. Zivey,Rechtecke aus gleichen Seiten 


decken ficb, denn fie find, nach dem was bier Selagt 


ift, innerlich einerley, nur in ihrem Ort verichieden, 


"und müffen deshalb congruiren *, ` Aie haben alfo auch 


iftets einen gleichen Flöchenraum, 


e 


Grade fo decken fich zwey Quadrate welche über, gleis? 


‘chen Seiten befthrieben find. 
Die Sätze in diefen Zufätzen werden uns im dritten 


Buche von großsem Nutzen fen, ` du 


LEHRSATZ 3% 


Umgekehrt if jedes Viereck, worin die gegen- 
über/lehenden Seiten [oder die gegenüberjtenenden Win- 
Ac) einander gleich find, ein Paralelogram ` 


Gr 9 


Fig. Ap, 


'92 uch I. 


1. It im Viereck ABCD, AB = CD, und AD = 

BC; fo theilt die Diagonale AC dasViereck in zwey 
Dreyecke, welche gleiche Seiten haben , folglich ein- 

sn, ander decken *, worin alfo die Winkel ACD, CAB 
und ACB, CAD, die gleichen Seiten gegenübertte- 
hen, gleich find. Sind aber diefe Winkel gleich, fo 
miüffen die einander gegenüberftehenden Seiten des 
Vierecks parallel feyn, Folglich ift das Viereck ABCD 


ein Paraileiogramm, 


[2. Sind im Viereck ABCD die Winkel A = C, 
und B = D, fo fnd auch A+ B=C + D. Alle 
Winkel des Vierecks find aber zufammengenommen 

san, vier rechten gleich*. Mithin müffen A + B, folg- 
lich auch A 4+- D, zwey rechten Winkeln gleich feyn, 
und daher die Seiten AD, BC, und AB, DC, paral- 
e zg, lel laufen 5 Alfo ił das Viereck AECD ein Paralle- 


logramm: ] 


[Folger ung. Jedes Viereck mit vier rechten Win- 
keln ift alfo ein Parallelogramm, foiglich nothwendig 
e E, rg, Ein Rechteck *, ; 


Auch ift jeder Rhombus und jedes Quadrat noth- 


wendig ein Parallelograinın. ] 


[An merkung, Sind in einem Viereck zwey der gegen- 
überftchenden Winkel gleich, die beyden andern ungleich, fo 
könn 2 nicht beyde Paar der gegenüberitehenden Seiten parallel 
Luten das Viereck ift alfo on Trapezium, Und doch wird 
es durch reine der Diagonalen halbirt, Diefes : Merkmal reicht 
alfo bey einem Viereck nich: bin es zu eınem Parallelogramm zu 
machen. Dazu wirid das Merkmal erfordert, welches Lehrfarz 


37 ausfagt, ] 


DIE SRADE LINIE etc, 93 


LËHRSATZ 36. 


Wenn zwey Seiten AB, CD eines Vierecks, wela 
che einander gegenüberftehn, gleich und parallel find z 
fo find auch die beyden andern Seitn AD, BC 
gleich und parallel, und das Viereck if ein Paralle- 
logranım. 


Ziehe die Diagonale AC, Diefe bildet mit den Pa- ; 
rallelen AB, CD gleiche WechfelswinkelBAC, DCA*, 2% 
Da’ überdem der Vorausfetzung nach die Seiten AB; 

DC gleich find und den Dreyecken ABC, DAC die 
Diagonale AC gemeinfchaftlich ift, fo decken fich 
diefe beyden Dreyecke.* Alfo find auch die Seiten sz. 
AD, BC gleich, folglich ift das Viereck ABCD ein.Pa- 


x 
sallelogramm. 


[Zufatz. Dagegen if ein Viereck kein Parallelo- Si 
gramm; wenn zwar zwey gegenüberflehende Seiten gleich, 
aher nicht zugleich parallel *, oder wenn fie parallel aber 
nicht gleich find. Denn gefetzt ein folches Viereck 
wäre ein Parallelogramm , fo wären beyde Paar der ge- 
genüberftehenden Seiten gleich und parallel *, gegen 


die Vorausfetzung. ] $ 24. 


LÈ HRS ATZ .3% 
Die beyden Diagonalen AC, BD eines Paralle« Tig. 46 
logramıms theilen einander wechfelfeitig in zwey glei- 
che Theile. 
[Umgekehrt ift jedes Viereck, defen Diagonalen 
fich wechjelfeitig in gleiche Theile zerfchneiden, ein 
Parallelogramm. ] | 


Lé 
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In den beyden Dreyecken ADO, CBO find die 
Seiten AD, BC, nicht nur gleich, fondern auch pa- 
rallel, folglich ebenfalls die Wechfelswinkel A, C und 
D, B gleich. Alfo decken fich beyde Dreyecke, und 
die den gleichen Winkeln A, C und D, B gegen- 
überftehenden Seiten find gleich BO = CD, AO 
= OC* Es balbiren fich alfo beyde Diagonalen wech, 
Selleitig. 


[Halbiren fich umgekehrt die beyden Diagonalen 
eines Vierecksim Punkte O, fo decken dich die Dreyecke 
weiche an ihrem Durchfchnittspunkt einander Gegen, 


über liegen *, alfo auch die gegenüberftehenden Sei- 


ten, daher das Viereck cin Parallelogramm ift. 


Folgerung. Ein Punkt O welcher in der Mitte dev 
einen Diagonale eines Parallelogramsss liegt, mufs folglich 
auch in der-andern Diagonale, und zwar in deren Mitte 
liegen, Man kann ihn den Mäittelpenkt des Parallelo- 
gramms nennen, jede grade Linien, welche durch 
ihn gezogen wird, theilt das Parallelogramm in zwey 
fich deckende Figuren, und zwar, wenn es keine Dia- 
gonale ift, in zwey fich deckende Vierecke, wie fich 
ohne Schwierigkeit, aus den fich deckenden Drey, 
ecken, die dann gebildet werden, zeigt] 


[Zufatz. Da im Parallelogramm ije zwey Win- 
kel von Seiten, die untereinander gleich find, einge- 
fchloflen werden, fo muls im Ichiefwinkligen Paralle. 
logramm die Diagonale BD, welche den kleinern 


Winkeln gegenüberiteht, kleiner als die Diagonale 
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AC feyn, welche den gröfsern Winkeln gegenüber- 

Debt *. Im Rechteck find dagegen die beyden Diago- * ro. 
nalen gleich *; folglich auch die Theile die fie auf eg, tk 
einander abfchpeiden, daher das gleichfeitige Rechteck, 

d, h. das Quadrat durch feine beyden;Diagonalen in Fig, 43. 
vier untereinander gleichfeitige, folglich fich decken, ` 

de, gleichfchenklige Dreyecke getheilt wird. ] Fig. 44 


Fig. 45. 


96. 


; ZWEYTESBUCH 


D i ll CH E er ng, 


Erklärungen. 


[Die Vorftellung und die Befchreibung des Kreifes gehört 
zu dem, was der Geömeter bey jedem, der fich mir feiner Wil. 
fenfchaft befchäftigen will, vorausfetzt. Sie ift eine eigenthüm- 
liche, nicht von andern abgeleitete, und alfo urfprüngliche Art 
von Raumbefchreibung, die, fammt den Vorfteilungsarten und 
Begriffen , welche unmittelbar darin liegen, zu den wahren Frin- 
cipien der Geometrie gehört, und fchon von Euklid unter den 
Forderungen der Geometrie an der Spitze des Syftems aufgeführt 
wird, Jeder, wer Geometrie treiben will, mufs fich einen Kreis 
vorftellen,, um einen gegebnen Mittelpunkt, mit gegebricın Halb- 
meffer,, einen Kreis erzeugen oder befchreiben können; das war 
unfre dritte Forderung ünter den Principien. Die folgenden Er- 
klärungen dienen gröfstentheils nur das zu verdeutlichen, was in 
diefer geforderten Vorftellungsart liegt, und einiges, was unmits 
telbar daraus fliefst, herauszuheben, d. Uj 


K 


LÉI 


Der Umfang des Kreifes oder die Kreislinie ift eine 
krümme Linie [ welche ganz in einer Ebne liegt] und 
deren Punkte von einem einzigen Punkte, dem Mit- 
zelpunkte (centrum), insgefanımt gleich weit entfernt 


nd, 
Diefe 
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Diefe krumme Linie läuft in fich felbft zurück, 
und fchlieft einen Theil der Ebne ‚in welchem der 
Mittelpunkt liegt, völlig und nach allen Seiten zu ein. 
Die Kreisfcheibe ift der von der Kreislinie ringsum be- 
gränzte ebneFlächenrauin, folglich eine krummlinige 
ebne Figur % [Unter Kreis pflegt man Kreislinie und "IE 18. 
Kreisfcheibe beyde zufammengenommen zu verftehn. 
Auch deutet ‘man gewöhnlich den Mittelpunkt des 
Kreifes dadurch an, dafs man fagt, der Kreis fey um 
ihn beichrieben:] 


[Alle Theile der Kreisfcheibe, und mithin alle 
Punkte und alle Linien in ihr, liegen zwnerhaib der 
Kreislinie, oder imKreifd, alle übrigen Theile der Ebe- 
ne und alle Linien und Punkte in ihnen, aufserhalb 
der Kreislinie, Iene und diefe liegen alfo auf entge- 
gengefetzten Seiten der Kreislinie*, und haben in Rück- *LE.ıo. 
ficht der Kreislinie eine entgegengeletzte Lage. ] 


2. 


Jede grade Linie zwifchen dem Mittelpunkte C 
und einem Punkt im Umfange/wird ein Radius oder 
ein Halbmeffer des Kreifes genannt; fo CA, CE, CD, 
CB, — Jede grade Linie, welche wie AB durch den 
Mittelpunkt geht, und von zwey Punkten im Um- 
fange begränzt wird, ift ein Durchneffer des Kreifis, 
Daraus folgt: 

e? Alle Halbmefer eines Kreifes find einander 


gleich *. So auch alle Durchmefler, deren jeder were E 
Halbmeflern gleich ift, 


‚I. 


G 


GE Gvicin IE 


[£) Jeder Durchmeffer wird vom Mittelpunkte in 
Zwerg gleiche 'entgegengefetzt liegende ës pe 


"LEIO. theilti*. > 


VLEI. 


ai Jeder: Punkt in der Ebne desKreifes fteht vom 
Mittelpunkt um eine grade Linie ab, welche entweder 
dem Halbmeffer gleich, oder kleiner „ oder .gröfser als 
der Halbmefler ift, Im erften Fall liegt der Punkt a 
der Kreislinie felbft, im zweyten innerhalb, im dritten 
anfserbalb der Bokislinie und: des Kreifes, 

Folglich liegt jeder Halbmeffer und: jeder" Durch. 
meffer ganz innerhalb, jede Verlängerung eines Durch- 
meflers aufserhalb, und our "die beyden Endpunkte def. 
felben auf der Kreislinie, und diefe Linie ift der geo- 
metrifche Ort eines Funktes, welcher von einem wegeb- 
nen Punkte um eine gegebne Linie abitcht *, FRE 


lonius L.1.) ] 


I 
Jeder Theil der Kreislinie z. B. FHG ift ein Kreis. 
bogen ; [die Hälfte_der Kreislinie .insbefondere ein 
Halbkreis , und der vierte Theil der Kreislinie ein Ona- 
drant, Manchmal verfteht man unter diefen Benennun- 


gen auch die Hälfte oder den vierten Theil der am 


4, £:7.2 fcheibe. * 


Alle Halbkreife, fo auch: alle Quadranten eines 
Kıeifes find gleich, 


Tede grade Linie, welche von zwey Punkten in’ 
der Kreislinie begränzt wird, nennt man überhaupt 
eine Sehne oder Chorde des Kreifes, und ins beiondere 
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eine Sehne des Dogeg:, "der bech in den beyden Gränz- 


punkten der Sehne endigt. So it FG die Seime des 


Bogens FHG. 


[Folglich it jeder Durch mefler eine Sehne, und 
zwar eine Sehne die durch den Mittelpunkt geht *, 


5. 
Ein Kreis - Abfchnitt (Segment) it der Theil der 
Kreisfcheibe, der zwifchen einem Ben und. 


Sehne liegt. 


Zu jeder Sehne FG apite zwey verfchiedene 
Kreisbogen FHG, FEG, welche einander zur ganzen 
Kreislinie ergänzen, mithin auch zwey verfchiedne 
Kreisabfchnitte, welche zufahmen de Kreisfcheibe 
ausmachen, Häufig fprieht.man indefs nuri voni ei 98 
Bogen oder Rreisabíchnitt der zu einer Sehne gehört; 
und dann verlteht man darunter den Aiergerg der bey- 
den Bogen oder Abfchnitte‘; es fey denn, dafs aus- 
drücklich.das Gegentheil erinnert w erde, dë 


Was man unter Ähnlichen „bogen und. unter, Abol, 
chen Kreisahfehnitten verfteht, findet man Lehriatz zo $ 
Zufatz 3, und im yiertemBuche erklärt, 


2 6: 
Fin Ereis - Ausfehnitt (Sector) ift der Theil der 


Kreisfcheibs, der zwifchen einem Bogen DE und den 


beyden Halbmeffern CD), GE; "weiche nach den" End. 
punktem des Bogens gezogen werden, liegt, 


Ni 


roh l X x 


Ez 


ice zucn It 


7. 

Fig. 4. [Einen Winkel is einem Kreis - Abfebnitt BMND 
nennt man jeden Winkel wie A, defen Scheitel im 
Bogen diefes Abfchnitts liegt, und defen Schenkel 
durch die Endpunkte B, D des Bogens und der Sehne 
gehn. Der Kreisabfchnitt BMND fafst den Winkel A, 
und der. Winkel if in diejem Kreis - Abfthnitt einge- 
fehrieben, 1 

Hieraus erhellt, was ein Winkel im Halbkreife oder 
ein Winkel der im Halbkreife eingeichrieben ift, fa- 
gen will. ] 

8. 

[Von einem Winkel deffen Schenkel eine Kreisli- 
nie fchneiden, fagt man er fiebe auf dem Bogen, den 
feine Schenkel umfaflen oder einfchliefsen, fo z, B 
der Winkel A auf dem Bogen BED. 

Liegt der Scheitelpunkt eines folchen Winkels in 
der Kreislinie, fo wird er ein Winkel am Umfange ge- 
nannt, wie z, B. BAD. + Liegt der Scheitelpunkt im 
Mittelpunkte des Kreifes, fo ift es ein Winkel am Mittels 

Fig. 45. punkte, wie z, B. der Winkel ECD.] 

i 9 
Man fagt eine grade Linie A9 in einem Kreiz einge- 
fchrieben, wenn fie fich in zwey Punkte des Umfangs 

endigt,.(folglich eine Sehne des Kreites it) wie z. B 

FG, 

Ein Winkel ift im Kreife eingefchrieben, wenn deffen 

Fig, 46, Scheitelpunkt im Umfange liegt wie z. B. Z BAD, 
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Ein Dreyeck iftim Kreife eingefthrieben, wenn die 
drey Winkelpunkte insgefammt im Umfange liegen, 
wie z.B. BAD, da denn die Seiten des Dreyecks ins- 
gefammt Sehnen des Kreifes find; 

‘und überhaupt nennt man eine Figur im Kreife eine 
gefehbrieben , (oder dem Kreije eingefehrieben,) wenn alle 
Winkelpunkte der Figur in der Kreislinie liegen, (folg- 
lich ihre Seiten insgefammt Sehnen des Kreifes find.) 
Vom Kıeife fagt man dagegen er fey am diefe Figur 
bejchrieben (oder der Figur umfehrieben.) 

Diefe Benennungen behalten diefelbe Bedeutung, 


wenn man von Linien, Winkeln oder Figuren fpricht, 


die in Vielecken eingefchrieben ind, oder von einem Fiela 


eck, das um ein anderes befchrieben ift. 


o, 

Ein Vieleck ifl um einen Kreis befchrieben, (oder dem 
Kreife umfehrieben,) wenn alle Seiten des Vielecks die 
Kreislinie berühren *. Der Kreis ift dann in das Viel. 
eck eingefehrieben, Coder. dem Vieleck eingefehrieben.) 


[Anmerkung, Noch vor diefer lerzten Erklärung ftellt 


T DaI 


Le Gendre folgende auf: „Eine den Kreis fehmeidende Linie ift 


die, welche die Kreislinie in zwey Punkten trifft; einederähren- 
de, die mit. dem Kreife nur einen Punkt gemein har. Eben fo 
haben Kreislinien die fich berühren nur einen einzigen Punkt ge- 
mein.” Allein diefes find oftenbar abgeleitete Sätze, für die man 
einen Beweis erwarter, und die deshalb keineswegs zu Erklärun- 
gen taugen. Statt ihrer fchiebe ich die folgenden ‘beyden Erklä- 
rungen ein, welche die Fundamenralbegriffe über das Schneiden 
und Berühren der Kreislinien ausfagen, die von Le Gendre an- 
gegebenen Merkmale begründen, und eine beträchtliche Lücke 
în dem Syftem unfers Verfaffers ausfüllen, d. U, 
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[Weil die Theile der Kreisfcheibe und die übri- 
gen Theile der Ebne auf entgegengefetzten Seiten der 
Kreislinie liegen, und die Kreistcheibe ringsum nach 

® E. 1. allen Seiten zu von der Kreislinie begränzt wird We "Lo 
muüfs jede ftetig zufammenhängende Linie, welche 
durch einen Punit imKreife und zugleich durch einen 
Punkt aufser dem Kreife geht, fch mit der Kreislinie in 

"Gr, 8. irgend einem Punkte durchfchneide $. Denn wäre das 
nicht der Fall, fo würde.der Kreis ‚nach irgend einer 
Seite zu nicht völlig begränzt feyn. 

Fig. 47. x) Alfo müfen fich ins befondere ein Kreis EED 
und eine grade Linie AB in irgend einem Punkte E durch- 
ferneiden, wenn die grade Linie durch einen Punkt 
innerhalb und einen Punkt aufserhalb der Kreis- 
linie geht. — Grade Linien lafen fich aber zu 
den beyden entgegengefetzten Seiten jedes Punktes 
in ihnen fo weit verlängern, dafs fie gröfser als jede 

* Fo. 2. gegebne Linie werden *; folglich müflen alle grade 
Linien, welche in der Ebne des Kreifes durch einen 
Punkt im Kreife gehn, gehörig verlängert, auch auf bey- 

€E 2y, deu Seiten diefes Punkts durch Punkte aufserhaib * der 
Kreislinie gehn, alfo die Kreislinie durchfechneiden. Das 
geichieht alle in apen Punkten, weiche in der graden 
Linie zu entgegengefetzten Seiten des Punkts im Krei- 
fe liegen. 


Fig. 48- B) Eben fo durchfchneiden fich zwey Kreife wenn 
der eine HEG durch einen Punkt im andern Kıeife und 
zugleich durch einen Punkt aufierhalb deffelben, z. Be 
durch I und Hecht, — Das ikt aber allemal der Fall, 
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wenn die Samme ihrer Halbmefler AF, BI gröfser und 
zugleich der Unterfchied derfelben kleiner als die gra- 
de Linie zwifchen ihren Mittelpunkten ABift. Denn 
wenn AF + BI AR und AF — Bl oder was auf eins YE. 2x, 
herauskömmt * AF— BH < AB it, fo mufs er, * Gr. = 
ftens AF >-AB BIL dh > AI, zweytens AF < 
AB ADHS, dh AH feyn, . Folglich ift I ein * E, 2y; 
Punkt innerhalb und H ein Punkt aufserhalb der Kreis- 
linie DEF, die mit dem Halbmefler AP om A befchrie- 
ben ift *, daher der Kreis HEIG die Kreislinie DEEG 
durchichneiden mufs. Und zwarin einem Punkte E, 
der aufserhalb der graden Linie AB und ihrer Ver- 
längerung liegt, weil fonft die Halbmefler BE, Bi, BH 
nicht gleich feyn könnten *, GETA LY 
Sind beyde Kreiz mit gleichem Halbmefer befchrie- 
ben, fo werden fie fich- folglich allemal fchneiden, 
wenn ihr. Halbimefler gröfser als die Halfte von AB ift, 
Auch mufs jeder Kreis defen Mittelpunkt auf ei- 
ner andern Kreislinie liegt, diefe, durchfchneiden. 
Z ulatz. So oft zwey Kreife fich in einem Punk- 
te wie E durchfchneiden, entftieht, wenr man die 
Haibmeffer AE, BE zieht, zwifchen den beyden Mit- 
telpunkten A, B und dem’ Durchfehnittspunkte E ein 
Dreyeck ABE, welches gleichfeitig it*, wenn. man bey-Lg.r$ 
de Kreife mit AB als Balbinefler befchrieben kat; blos 
gleichjchenkhg , wenn die Länge der Halbmefier zwar 
gleich, aber von AB verfchieden ift; wegleichfeitig, wenn 
die Halbmeffer weder untereinander noch mit AB 
gleich lang find. Zwey Kreife durchfchneiden fich 


aber gewils in einem Punkte der anfserhalp der graden 
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Linie zwifchen ihren Mittelpunkten liegt, wenn die 
Gröfse ihrer Halbmeffer und die Entfernung ihrer Mit- 


telpunkte dert beyden unter £) aufgeftellten Bedingun- 
gen entfprechen, 


So ift aifo die Möglichkeit diefer drey verfchiednen 
Arten von Dreyecken,. unabhängig von allen Lehr- 
fätzen des eiften Buchs dargethan, und -zugleich die 
Conftructioa des Dreyecks aus drey gegebnen Linien A,B, C 
feftgeftellt, als unmittelbare Folge der Kreisbefchrei- 
bung, durch die fie unter den angeführten Bedingun- 
gen, vor allen Lehrfätzen und Aufgaben diefes Syftems, 
begründet wird. Man befchreibe um die Endpunkte 
der einen diefer Linien A, mit den beyden andern, als 
zs Fo, 3 Halbmeffern, Kreife *. Wenn die gegebnen Linien den 
Bedingungen unter ß) entfprechen, (d. h. wenn A < 
B + C und > B — C ift) fo durchfchneiden fich die- 
fe Kreife in irgend einem Punkte aufserhalb der Linie 
* Fo 1-A, und die Halbmefler nach diefem Punkte gezogen * 
bilden ein Dreyeck, welches, da alle Halbmeffer ein. 
"E. 2.x. ander gleich find *, aus den drey gegebnen Linien 
befteht. Dafs diefe Conftruction unmöglich wird. fo 
oft auch nur einer der beyden erwähnten Bedingungen 
nicht genüge gefchieht, ‚wird in Lehrfatz 17 bewie- 

den werden. 


Anmerkung. So wie die Conftrucrion des Dreyecks von 
den Sätzen über das Schneiden zweyer Kreife abhängt, fo Betzen 
umgekehrte diefe Sätze aus jener Conftruction, und in diefer 
Abhängigkeit trägt be unfer. Verfafler im zwölften Lehrfatz die- 
{fes Buches vor. Allein mir fcheint es nothwendig zu feyn, daß 
man fie, fo weit es hier gefchehn ift, im Syftem vor der Con- 


ftruction der Dreyecke, aufitelle, da fie diefe Conitruction erft 
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begründen, und ich glaube "hierin zum Vortheil des Sytems von 
unferm Verfaffer abgewichen zu Leen, Schon van Swinden fand 
fich bewogen. die angeführten Bedingungen, unter welche zwey 
Kreife fich fchneiden, unter den Grundfäürzen der Geometrie auf- 
zuftellen ( wiewohl die Ausfage feines fechften Grundfatzes man- 
gelhaft it) und er bemerkt dabey, dafs wenn gleich Euklid die- 
Lon Satz nicht ausdrücklich als Axiom auffühır, er fich deffen 
doch bey feinen drey erften Sätzen ftillfchweigend bedient. Wolf, 
fagt er, habe ihn bewiefen, allein der Satz fey Sonnenklar und 
deshalb ein. Axiom.: Allein Sonnenklar VE er doch wahrlich nicht, 
und wird es höchitens erft dann, wenn man ihn, wie ich es hier 
verfucht habe, aus dem Merkmale des Schneidens der Linien 


ableitet, die man bisher mit Unrecht aufser Augen gelaffen hat. 


Le Gendre übergeht den Beweis der Möglichkeit der Drey- 
ecke ganz und gar, und lehrt die Conftruction derfelben aus 
drey gegebnen Linien erft in der gten Aufgabe, nachdem er 
{chon viele Eigenfchaften des Dreyecks-dargerhan hat. Ueberdem 


gründen fich feine Beweife der erften Aufgaben allefanmt darauf, 


dafs zwey Kreife unter den angeführten Bedingungen einander ` 


fchneiden. Diefe' Behauptung fagt er aber nirgends ausdrücklich 
aus, weder als Grundfatz noch als Lehrfatz , fondern nimmt fie 
immer nur ftillfchweigend an. ‘Sein Syltem ift folglich in die- 
fen beyden Rückfichten mangelhaft. Doch glaube ich durch die 
Einfchaltung deier eilften Erklärung und der Sätze über das 
Schneiden, von welchen fie abhängt, und die fie begründet, in 
die Prinzipien der Geumerrie, diefe Lücke ausgefullt zu haben. 


d, UJ 
12. 


[Zwey Kreislinien berühren einander, wenn fie einen Fig. 49: 


Punkt I fo miteinander gemein haben, dafs die Thei- 
le, welche in der einen Kreislinie durch diefen Punkt 
abgefchnitten werden, beyde auf einerley Seite der 
andern Kreislinie liegen *; wenn mithin der eine 


LE", 
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Kreis fich entweder ganz innerhalb, oder ganz aufser- 

FE. 1. halb des andern befindet * Im erften Fall fagt man 
dafs fie fich innerlich, im zweyten dafs fie fich äzfser= 
Jich berühren. 

Eben fo berühren fich eine grade Linie und ein Kreis, 
wenn fie einen Punkt: fo miteinander gemein haben, 
dafs‘ die beyden durch deiten Punkt abgefchnittnen 
Stücke der graden Linie, zu einerley Seite der Kreis- 
linie, und zwar beyde aufserhalb derfelben liegen. 
Denn Linien innerhalb des Kreifes durchfchneiden die 

sw. n.a Kreislinie *, können fie alfo nicht: berühren. — Eine 

Fig, 47. grade den Kreis im Punkte F berührende Linie, z. B. 
LM ‚nennt man auch eine Tangente des Kreifes im Punk- 
te F.] 


[L E atb Bach A TZ L] 


1) Zwey Kreisiinien, welche mit gleichem Halb- 
nefer bejchrieben fd, decken fich, und fehliefsen 
Kreisfchuiben von gleicher Gröfse ein. 

2) Sind umgekehrt zwey Kreisfcheiben gleich, 
fo decken fie fieh, und haben gleiche Kreislinien und 
gleiche Halbıneffer. 

a 1. Sind die beyden Kreife ADEK und EGFL mit 
og? gleichen Halbmeflern befchrieben, und man legt den 
Mittelpunkt des einen auf den Mittelpunkt des andern, 
fo dafs die Kreife in einer Ebne bleiben, fo find alle 
Punkte in beyden Kreislinien gleich weit von den zu- 


fammenfallenden Mittelpunkten entfernt, Alfo it dana 


b 
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kein Punkt in der einen Kreislinie aufserhalb der ane 


dern, beyde Kreislinien fallen folglich zufammen, 


und decken fich, mithin find auch die Kreisfcheiben 
gleich, 


2. Sind die beyden Kreisfcheiben gleich, fo lege 
man fie wiederum fo auf einander, dafs ihre Mittel- 
punkte zufammen fallen. _Gefetzt nun die Kreislinien 
deckten fich nicht, Io müfsten (ie, nach dem oben 
bewiefenen ‚.. einen verfchiedenen Halbmeffer haben. 
Es fey alfo, EO > AC. Dann liegen alle Punkte in der 
um O befchriebnen Kreislinie ausserhalb der Kreislinie 
ADBR *, diefe wird folglich von jener.eingefchloffen, 
da denn die Kreisfcheibe ADBR nur ein Theil der 
Kreisfcheibe EGFL if, ihr alfo nicht gleich feyn kann 
gegen die Vorausfetzung. ‚ Wenn alfo» die Kreisfchei- 
ben gleich find, fo decken fie fich; und dann find auch 
die Kreislinien gleich, und mit gleichem Halbmefler 
befchrieben. 


Folgerung-ı. Nicht nur Gleicheit und Ungieich« 
heit zweyer Kreis, fondern auch die'Congruenz derfelben 
hängt felglich lediglich von der Gleichheit oder Un- 
gleichheit ihrer Halbmefler ab, Ærklid (B. ML Erkl. 1.) 
nimmt digies als evident an. 


Folgerung 2. Von zwey concentrifchen Kreislinien, 
d. h, von Kreislinien die einerley Mittelpunkt C haben, 
fchliefst die, welche mit gröfserm Halbmefler CD > 
CG befchrieben ift, die kleinere völlig ein. Beyde 


haben keinen Punkt gemein, und alle Punkte in bey- 


elt 24 


Fig. 47e 


den , die auf demfelben Halbmefler des gröfsern lie- 
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“gen, fiehn gleich weit (um den Unterfchied GD der 
Halbmefer) von einander ab. 
Folgerung 3. Zwey Kreife, welche fich [chneiden 
oder berüäbren, können nicht einerley Mittelpunkt haben, 
(Euklid 11.5 und 6.) Denn in diefem Fall hätten fie 
nicht nur einerley Mittelpunkt, fondern auch einer- 
ley Halbmeffer, fielen alfo zufammen, und könnten 
fich weder fchneiden, nech berühren. | 
Anmerkung. Diefe für die Lehre vom Kreife fo wich- 
tigen Lehrfätze fehlen bey Le Gendre und ich habe fie ungeach- 


tet ihres grofsen Nutzens noch in keinem Syftem der Geometrie 


bewiefen gefunden. d U. 


L EH RS E EE 
Feder Durchmeffer, z. B. AB, theilt die Kreis- 
feheibe und die Kreislinie in zwey fich deckende 
Theile. 


Denn wenn man den einen der Kreistheile, wel- 


Fig. 52. 


che der.Durchmeffer AB-abfchneidet, .z. B, AEB auf 

den andern ADB liegt, fo dafs AB in beyden nach wie 

vor zufammenfällt; fo mufs: auch die krumme. Linie 

AEB mit der krummen Linie ADB zufammenfallen, 

weil fonft in beyden Punkte vorhanden feyn würden, 

die ungleich weit vom Mittelpunkte C abftänden; ge- 
"Er gen den Begriff der Kreislinie *, i 

Folgerung. Alfo halbirt jeder Durhmeffer AB 

die Kreisfcheibe und die Kreislinie, oder theilt beyde 

in Hälften, (Malbkreife,) zu denen diefer Durchmeffer 

"E3.u4 als Sehne gehört *. Eines folchen Halbkreifes Flächen- 

raum ift der Hälfte des Kreifes, und fein krummli- 
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niger Umfang der Hälfte der Kreislinie gleich, ` In fo 

fern der Dürchmefler eine Sehne ift, gehört er zn den); 
Kreisabfchnitten; in fo fern aber der Durchmefler aus 

zwey Halbmeflern * beiteht, zu den Kreisausichnitten. F,u.& 


[LE HR SATZ 3.] 


Wenn eine Kreislinie durch zwey Punkte A, B Fig, s 
in zwey gleiche Bogen ADB, AEB, getheilt „wird, >*= 
fo ift die grade Linie AB, welche won einem- diejer 
Punkte nach dem andern gezogen wird, ein Durch- 
meffer des Kreijes. 

Denn gefetzt AB fey kein Durchmeffer, fo ilt ir- - 
gend eine andere grade Linie z. RB AF der Durchmef- 
fer, der durch den Punkt A geht. Dann find ADF; 
AEF vermöge des vorigen Lehrfatzes gleich. Aber 
ADF it < ADB und AEF > AEB. Folglich’ müfste 
noch mehr ADB > AEB feyn, welches der .Voraus- 
fetzung dafs ADB = ABB ift, widerfpricht.'> Alfo ift 
es unmöglich dafs eine von AB verfchiedne grade Linie 
AF, mithin: nothwendig dafs AB ein Durchimeiler 
des Kreifes ih, 

Anmerkung, Dieter Satz, der umgekehrte des vorigen, 
fehlt bey Łe Gendre und in den übrigen Syftemen der Geomerrie, 
obgleich er häufig gebraucht wird, d U, 


[LEHR SATZ 4] 
Jede Sehne ED liegt ganz innerhalb, ihre Ver- Fig. 47, 
längerung ganz aufserhalb des Kreijes. 
Denn zieht man nach den Endpunkten der Sehne 
die beyden Halbmefler CE, CD, Io müflen diele, weil? 


"o Zeioictp HI, a 

fie gleich find, auf die Sehne ED fchief, und zwar in 

M. 16-2 gleicher Entfernung vom Perpendikel’aufitehn *. Folg- 
lich ift jede grade Linie durch den Punkt C, die auf 
die Sehne zwifchen E und D aufftehet, z.B. CH klei- 
ner als CE, dh kleiner als der Halbmefler ; hingegen 
jede auf die Verlängerung der Sehne fchief aufftehende 
grade Binie\ wie CI gröfser als CF, d.h gröfser als 

16. 3. ger Halbmefler *,. Mitbin if jeder Punkt der Schne 
ED weniger, jeder Punkt in ihrer Verlängerung wei- 
ter, als um den Haibmefler, vom Mittelpunkte: ent- 


Wë 


fernt, daher die Sehne ganz innerhalb, ihre Verlän- 
"E. 2, y gerung ganz aufserhalb der Kreislinie liegt *. 
Folgerung. 1. Alfo durchfchneidet jede Sehne 
verlängert. den Kreis. Ada 
 Folgerung 2. Die beyden Kreisbogen, fo wie 
die beyden Kreisabfchnitte, de zu jeder Sehne gehö- 
= Gr 8. ren, liegen zwentgegengefetzten Seiten\ihrer Sehne $. 
So alfo. auch- Awer Halbkreife zu entgegengefetzten 
Seiten ihres Durchmeflers. 
Anmerkung. Unfer Verfüizr übergeht diefen Lehrfatz 
mit Unrecht, den fchon Euklid, doch auf eine andere Art be- 


wies, d, U. 
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Pig. 52. Fede Sehne die nicht durch den Mittelpunkt geht, 
ifl kleiner als der Durchmeffer. ` 
a Denn wenn man aus den Endpunkten der Sehne 


AF die Halbmefler AC, FC zieht, fo entfteht ein 
Dreyeck, worin AF < AC + CF, folglich kleiner 
4% E. =. als der Durchmefler des Kreifes ift *. 
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Folgerung. Alfo ift der Duschmeffer unter-sllen 


Sehnen und unter allen graden Linien, deich in ele à, 


nen Kreis einfchreiben laflen, die gröfste, 

[ Jede begränzte ‚grade Lite, die ‚durch einen 
Punkt in Kreife geht, und gıöfßser als der Durchmef- 
fer it, mufs folglich die Kreislinie Ichneiden;], 


LEHR SATZ. 6 | 
Eine grade Linie kann nicht mehr alsi zwe 
Punkte mit einem Kreije geméit haben.“ uns 919 
Denn gefetzt fie künnte mit dem Kreile drey 
Pnukte-gemein haben, fo mülsten diefe drey Punkte 
vom Mittelpunkte des Kreifes gleich weit entfernt, 


Leen, Folglich g oäbe es einen Punkt, von welchem 


fich nach einer zraden Linie drey gleiche grade Linien 


ziehen liefen, welches unmöglich ift *; daher’ kein 'L16, 6e 


Kreis mit einet graden Linie mehr als zwey Punkte 


gemein haben kann. P KC 


LEHRSATZ 7. 


In einerley Kr eife, oder in zwey gleichen Rrei- | 


W ei 


fen; gehören zu gleichen Bogen, gleiche Sehnen; And Fig, gt 


umgekehrt, zu gleichen Sehnen, gleiche Bogen. 


1. Denn wenn die Halbmeffer AC, EO; folglich. 


die mit ihnen befchriebnen Breiie AHBR ,- EGFL 
gleich find, ju decken fich, die beyden Kreislinien *. 


Sind alfo AD, EG gleiche Bogen ‚: fo lafen tie fich fo, 
aufeinander legen, „dafs ihre Endpunkte E, A und 


6, D; Dës". sou da denn die Sehnen EG, AD, 


" SES "stvech IE 


als grade Linien zwifchen denfelben Endpunkten, 
* Gr. 6. gleichfalls zufammenfallen müffen *, alfo! gleich find. 
2. Sind dagegen die Sehnen AD, EG gleich, und 
man zieht die Halbmiefler AC, DC, EO, GO, welche 
der Vorausfetzung nach .insgefammt gleich find, fo 
müffen die Dreyecke ADC, EGO fich decken, folglich 
die Winkel C, O gleich feyn, Legt man alfo die fich 
deckenden Halbkreife AHB, EGF {o auf einander, dafs 
die-Mittelpunkte, und die Punkte E und A, folglich 
die Halbmefler AC, EO, mithin auch jene Dreyecke, 
und ihre Eckpunkte G und D zufammenfallen , fo 
decken fich die Bogen AD, EG, find alfo gleich. 
Derfelbe Beweis gilt für verfchiedne Bogen und 
Sehnen eines Kreiles. 
„[Zulatz. Aus diefem Beweife erhellt zugleich: 
ER 1, Dafs in einerley Kreife oder in zıwey gleichen Krei- 
e EE fer, zu gleichen Bogen gleiche Kreisausfchnitte ACD, 
EOG , gehören * und umgekehrt, i 
a, Dafs in ibnen zu gleichen Sehnen AD, EG (ale 
lich auch zu gleichen Bogen) gleiche Winkel am Mittel 
punkte O , C, und umgekehrt zu gleichen Winkeln am 
Mittelpunkte ‘gleiche Sehnen und gleiche Bogen gehö- 
ren, indem wegen Gleichheit der Halbmeffer , fo bald 
eins jener Stücke gleich ift, die Dreyecke ADC, EGO, 
einander decken. 
>. Dafs zwey Durchmeflfer wie AB, DE, welche 
auf ëng fenkrecht ftehn, die beer fowohl 
als die Kreisfcheibe in’ vier gleiche Theile, folglich in 


E, A Quadranten* zerífchneiden. Denn fie bilden vier rechte, 
folg- 


Fig.“ 2 
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folglich ‚gleiche Winkel am Mittelpunkte. — Jeder 
Winkel am Mittelpunkte ACD, der en - rechter 


Winkel ift, umfpannt folglich einen Quadranten des 
Kreifes. ] 


E EIER RT Aë 


So lange von Bogen die inszefammt kleiner als Fig. sh 


der Halökreis find die Rede if, gehört in einerley 
Kreis. oder in gleichen Kreifen, zum grölsern Bogen 
eine gröfsere Sehne, [ein gröfserer Winkel am Mittel. 
punkie und ein gröfserer Kreisabfchnitt,)] und um- 
gekehrt. Ki 

Denn it der Bogen AIH > AID, fo fchliefst der 
Winkel am Mittelpunkte ACH den Winkel am Mittel. 
punkte ACD ein, ilt alfo gröfser als deier $, Da 
nun diefe Winkel beyde von Halbmeffern, alfo von 
gleichen Schenkeln eingefchloffen werden, fo ift in den 
Dieyecken ACH, ACD die dritte Seite AH > AD, * 
Folglich gehört zum gröfsern Bogen, der gröfsere Win- 
kel am Mittelpunkte,, und die gröfsere Sehne. 

1t umgekehrt die Sehne AH > AD fo folgt eben 
fò dafs der Winkel ACH den Winkel ACD einfchliefst, 
alfo der Bogen AIH > AID ift. Und ift der Win- 
kel ACH gröfser .als ACD fo mufs, weil beyde von 
gleichen Seiten eingefchloffen werden, der gröfsere 
eine gröfsere Schne, mithin auch einen gröfsern Bogen 
umfpannen. - 

Anmerkung. Da den gröfsern unter zwey Bogen AID, 
AIH zum ganzen Kreife ein-kleinerer Bogen AKBH < AKBD cr» 
gänzt; To gilt für Bogen die größer als der Halpareis frd, grade 
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das Gegentheil. Gröfsere Bogen haben kleinere Sehnen und 
umgekehrt, [ Was aber die Winkel bom, fo gilt für fie der 
Satz allgemein, wenn man bineingehende Winkel (angles ren- 
trants) * mit in die geometrifche Betrachtung aufnimmt, da denn 
zu Bogen gröfser als der Halbkreis, Winkel gröfser als zwey 
Rechte gehören. Von folchen Winkeln haben die gröfsern klei- 
nere Ergänzungen zu vier Rechten ] 


$ 


LEHRSATZ Q. 


Ein Halbmelfer, welcher fenkrecht auf eine Seh- 
ne Debt, theilt die Sehne und ihren Bogen beyde in 
zwey gleiche Theile. 

Ee fey CD fenkrecht auf die Sehne AB, fo ftelın 
die Halbmefler CA, CB, welche man nach den End- 
punkten der Sehne zieht, auf die Sehne fchief auf, 
müffen fie alfo, da fie gleich find, in gleicher Entfer- 
nung vom Perpendikel durchfchneiden *, fo dafs AD 
= DB if. I Ä 

It nun der Halbmeffer CG ein Perpendikel ,. wel- 
ches in der Mitte der Sehne AB auffteht; fo find alle 
Punkte deflelben von den Endpunkten A, B der Seh- 
ne gleich weit entfernt *, „alfo auch, die Punkte G und 
H. fo dafs AG= GB, AH=HB if, Zu diefen hbi- 
nien, als’ gleichen Sehnen; ‚gehören gleiche Bogen 
AG, GBund AH, HB *; mithin werden auch die zur 
Sehne AB gehörige Bogen AGB und AHB, beyde vom 
Halbmefler CD halbirt *. 


Folgerung rt, Der Mittelpunkt C des Kreifes, und 
die beyden Punkte D in der Mitte einer Sehne und G in dep 
Mitte des dazu gehörigen Kreisbogens , liegen alfo immer 


in grader Linie, und ziwar in einem Perpendikel auf die 
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Sehne. Fine grade Linie die durch zwey diefer Punkte 


geht, mufs alfo nothwendig auch durch den dritten 


gehn, und ein Perpendikel auf die Sehne feyn *. H e 6. 
Folgerang 2. © Umgekehrt mufs ein Perpendikel W 

welches auf die Sehne in ihrer Mitte errichtet ift, durch 

den Mittelpunkt gehn, indem durch einen Funkt nur 

ein einziges Pergendikel auf eine grade Linie mög- 

lich if 3. WE 


[Folgerang 3, Zoe Sehnen AB, DE deren kei- Fig, 79, 
ne ein Durchmeffer ift, durchfchneiden fich nicht unter. rech- - 
te Winkel, und balbiren fich nicht. 

Denn ift keine von begden ein Durchmefler,, fo 
liegt der Mittelpunkt C des Kreifes aufserhalb Deyders 
folglich auch die grade Linie CO vom Mictelpunkte 
nach dem Durchfchnittspunkte O beyderSehnen,. Gé- 
fetzt nun fie durehfchnitten fich im Punkte O recht- 
winklig, fo ffünden in diefem Punkte zwey'verfchiede- 
ne grade Linien DO, CO auf die dritte AB (enkrecht, 
welches unmöglich ift. Gefetzt beyde Sehnen halbir- 
ten fich im Punkte;O, fo ftünde CO auf beyden in ih: 
rer Mtite, alfo fenkrecht, auf, folglich AO, DO bey- 
de im Punkte O auf CO fenkrecht, welches gleichfalls 
unmöglich ift. ] 

[Folgerung A Auf jeder grader Linie PO, wel. Fig. 47. 
che zwey concent ifthe Kreife durch ıfehneidet ; wer den zwi- 

[chen den Kreislinien zwey gleiche Stücke PR, QS abge- 
Jebnitten, 


Für Durchmeffer ift diefer Satz fchon oben bewie- 


fen *. Geht die Lipnie PQ nicht durch den Mittel. "kä 
H 2 
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punkt, fo fälle man aus diefem auf ihr ein Perpendi- 

"kel CN, Diefes halbirt fowohl die ganze Linie PQ; 
als auch das Stück RS, weiches im kleinern Kreis 
liegt, als Sehnen beyder Kreife, daher VP — VR = 
VQ — VS, folglich PR, QS gleich feyn müffen. ] 
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Fig. 54, Durch drey gegebne Punkte A, B, C, weiche 
nicht in grader Linie liegen, läfst fich fiets eine Kreis- 
linie, und zwar nur eine einzige Kreislinie ziehn. 

Verbinde die gegebnen Punkte durch die graden 
Linien AB, BC, halbire diefe, und errichte auf ıh- 
‘rer Mitte die fenkrechten Linien DH, FG, fo müffen 
diefe fich in irgend einem Punkte O durchfchneiden‘ 
Denn gefetzt fie durchfchnitten fich nicht, fo wären 

et, Eis, fie parallel *, folglich flünde die Linie AD, welche 
auf DO fenkrecht ift, gehörig verlängert auf beyde 

stag Lt. fenkrecht * Nun aber fällt die Verlängerung der Li- 
nie AB mit BC nicht zufammen, weil die drey Punk- 
te A, B, C nach der Vorausfetzung ‚nicht in grader 
Linie liegen, Alfo gäbe es vom Punkte B zwey ver- 
fchiedne Perpendikel BE, BF auf diefelbe grade Linie 

st 15, OF, welches unmöglich ift *, Die Perpendikel DH, 
‚EG müflen fich alfo nothwendig in irgend einem Punk- 

wo durchfehneiden, 

Diefer Punkt fteht gleich weit von den Endpunk- 
ten fowohl der Sehne AB, als auch der Sehne BC ab, 
weil er in den Perpendikeln liegt, die auf der Mitte 
diefer Sehnen errichtet find. Alfo find-OA, OB, OC 
gleich, und eine mit, dem Halbmefler OB um den 
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Punkt O befchriebne Kreislinie, mufs durch die drey 
gegebnen Punkte A, B, C gehn *. Es ift alfo alle. Eny 
mal möglich darch drey Punkte, welche nicht in gra- 


der Linie! liegen, einen Kreis zu befchreiben *, *"Au.12. 


Durch drey Punkte läfst ech aber auch nur eine ein. 
zise Kreislinie befchreiben. Denn gefetzt es wäre durch 
die drey Punkte A, B, C noch eine ıweyte, von der 
erften verfchiedne Keeislinie möglich, fo müfte auch 
der Mittelpunkt diefer fowohl im Perpendikel DH als 
auch im Perpendikel FG, die in der Mitte der Schnen 
aufitehn, liegen *, beyde Perpendikel würden fich al. sat a 
{fo in 1wey verfchiednen Punkten durchfchneiden ee CS 


Geld öglich it *, 
welches unmëg ¥Gr.6 f4 


Folgerung 1. Alfo können zıwey verfchiedne Kreis- 
linien nicht mehr als zwey Pankte mit einander gemein ba- 
ben. Denn wärenihnen drey Punkte gemein, fo hat- 
ten fie einerley Mittelpunkt, wären allo einerley 


e? > be? 4 H i 
Kreis, nicht zwey ‚verfchiedne Kıeife * fr 


[Folgerung 2. Durch die drey Winkelpunkte je- 
des Dreyecks läfse fich ein Kreis befchreiben, worin 
jede der Seiten eine Sehnen wird, Da nun die Perpen- 
dikel.auf die Mitte deier Sehne, alle drey durch den 
Mittelpunkt 3 ehn, fo erhellt hieraus eine artige Eigen- 
fchaft der Dreyecke, dafs nemlich Perpendirel auf die 
. Mitte der Seiten eines Dreyecks errichtet, fich flets alle 
drey in em Punkte durchfchneiden ‚und zwar im Mit- 
telpunkte eines Kıeifes, welcher, dem Dreyeck um- 
[chrieben ifte] 


Fig, 55- 
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1.) Gleiche Sehnen find vom Mittelpunkte gleich 
weit entfernt, Lund umgekehrt fi ind alle Sehnen, die 
gleich weit vom Mitstelpunkte abflehn , gleich 


2) Von zwey ungleichen Sehnen ift die Kleinere 
weiter als die Größsere vom Mittelpunkte entfernt. 

1, Es mögen die Sehnen AB, DE gleich feyn, fo 
ziche man auf fie aus dem Mittelpunkt die fenkrechten 
Linien CF, CG und die Halbmefler CA, CD. Die 
fo entftehenden rechtwinkligen Dreyecke ACF, DCG 
decken einander, weil ihre Hypotenufen CA, CD als 
Halbmefler, und eine ihrer Katheten AF, DG als die 
Hälften gleicher Sehnen gleich find $, Alfo find auch 
die dritten Seiten CF, CG, d. h. die Entfernung der 
Sehnen vomMittelpunkte,* gleich. Ift umgekehrt diefe 
Entfernung für zwey Sehnen AB, DE gleich, fo müf£- 
fen aus denfelber Gründen die halben Sehnen AF, DG 
mithin auch die Sehnen felbft gleich feyn, 


2, Ui hingegen die Schne AH >DE , fo ift auch 


. der Bogen ANH > DME *, daher es auf ihm einen 


Punkt B geben mots, für welchen ANB = DME ift, 
Zieht man die Sehne AB, und fällt auf fie das Perpen- 
dikel CF, fo wie auf AH das Perpendikel CI, {fo if 
offenbar CF > CO [indem AH mithin auch O zwifchen 
den Punkten C, F liegt] und wiederum CO > CI als 
Hypotenufe im rechtwinkligen Dreyeck COI; alfo 
noch viel mehr CF CL Nun aber gehören die Seh- 
nen AB, DE der Conftruction nach zu gleichen Bo- 
gen, find alfo gleich *, und ftehn folglich gleich weit 


BER KREIS 119 


vom Mittelpunkte ab, fo dafs CF.= CG ift. Folglich 
muis auch CG > CI feyn, alfo die kleinere Sehne 
DE weiteryals die gröfsere AH vom Mittelpunkte 
abitehn. 

Zufatz, Alfo mufs auch von zwey Sehnen, wel- 
che ungleich weit vom Mittelpunkte entfernt dind, die- 
jenige die kleinere feyn, welche weiter vom Mittel- 
punkte abfteht. 


LEE! U’ R SRASTIZ IZ: 


Jede grade Linie welche auf einem Halbmeffer Eig» se 
in defjen Endpunkte jenkrecht flieht, berührt den 
Kreis; 
und durch jeden Punkt der Kreislinie if nur 
ein®"einzige Tangente möglich. 

1. Ift die grade Linie BD auf den Halbmeffer CA 
in defen Endpunkte A fenkrecht, fo fteht jede andre 
grade Linie z.B. CK die durch den Mittelpunkt geht, 
auf BD fchief auf *, mufs alfo gröfser als das Perpen- * 1, ve, 
dikel CA feyn $ Folglich liegt der Durchfchnitts- "1.16. 3. 
punkt .derfelben mit BD weiter als um den Halbmeffer 
vom Mittelpunkte ab, d h. aufserhalb des Kreifes *. ep z, 
Und alfo liegt auch die ganze Linie BD aufserhalb des 
Kıeifes. Sie berührt mithin die Kreislinie-im Punkte 
A, welchen fie mit ihr gemein hat *, und ift eine yp "Aë 
Tangente des Kreifes im Punkte A. 

2. Gefetzt nun es gäbe aufser diefer Tangente BD 
noch eine zweyte grade Linie, EF, welche die Kreis- 
linie im Punkte A berührte , fo könnte diefe nicht 
fenkrecht auf dem Halbmefler CA Geen * Der Halb- * I, 15, 
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mefler BA würde alfo auf ihr fchief aufftehn , und 

folglich müfte das Perpendikel aus dem Mittelpunkte 

auf diefe Linie, kleiner als CA feyn *. Diefe zweyte 

° E. 2, Linie EF gienge alfo durch einen Punkt im Kreife * 

sp, Mufs alfo nothwendig den Kreis durehfchneiden *, und 
kann ihn nicht berühren. Daher ift aufser der Linie 
BD, welche fenkrecht auf dem Halbmeifer in feinem 
Endpunkte auffteht, keine andre grade den Kreis berüh- 
rende Linie durch den Punkt A möglich. 


"16.1, 


[Folgerung .ı Folglich mufs y) eine grade Linie 
CA, welche durch den Mittelpunkt des Kreifes nach dem 
Berührungspankte A gezogen wird, flets fenkrecht auf die Tan- 
gente flehn; und2)eine grade Linie welche fenkzecht auf die 
Tangente im Berührungspunkte errichtet wird, flets 
darch den Mittelpunk des Kreifes gehn. Denn keine andre 
grade Linie berüht den Kreis, als die, welche auf 
dem Radius in defien Endpunkte fenkrecht ftehr, 
und durch einen Punkt einer graden Linie ift nur 
ein einziges Perpendikel möglich. ] 

[Folgerung 2. Zwey Tangenten, welche durch die 
Endpunkte eines Durchmeffers gezogen werden, laufen paral- 
fel, denn fie tehn beyde auf dem Duichmefler fenk- 

® Tor recht *, 

Sind umgekehrt zwey Tangenten eines Kreifes parallel, 
fo ift die grade Linie durch die Berührungspunkte flets ein 
Durchmeffer. : Denn ein Durchmefler nach dem einen 
Berührungspunkte gezogen, fteht auf der einen Tan- 
gente, folglich auch auf der mit ihr parallelen Tan. 

giaet gente fenkrecht *, mois alfo auch durch den zweyten 
Berührungspunkt gehn. ` 
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Mit einer Sehne, welche kein Durchmeffer if}, machen 
die Tangenten durch ibre Endpunkte fpisze obfchen gleiche 
Winkel, und zwar mit den kleinern Sehnen fpitzere , 
Winkel, Denn die Halbmeifer durch ihre Endpunkte 
ftehn unter gleichen, und zwar auf den kleineren Seh. 
nen unter gröfseren Winkeln auf. 


Durchfchneiden fich umgekehrt zıwey Tangenten, fo ift 
die grade Linie dorch ihre Berührungspunkte eine Seh- 
ne, die kleiner als der Durchmefler ift] 


T. U I. 


[Folgerung 3. Einegrade LinielR, welche den Tree 


Innern zweyer concentrifchen Kreife berührt, wird durch 
den Berührungspunkt H halbirt. Denn fie ift Sehne 
des gröfsern Kreifes und CH fleht auf ihr als einer 


Tangente am kleinern fenkrecht *.] ER 


[Folgerung. 4, Jede gradeLinie welche einen Kreis Fig, 6. 
durchfehneidet, mal? ihn in zwey Punkten durchfehneiden, 
Denn durchfchneidet EF denKreis im Punkte A, und 
man zieht den Halbmeffer CA, fo fteht diefer auf fie 
fchief auf, nicht fenkrecht, (denn fonft würde EF die 
Kreislinie nach dem eben geführten Beweife nicht 
durchfchneiden). Folglichigiebt es eine zweyte auf 
EF fchiefaufftehende Linie CG welche der CA, das ift dem 
Halbmefler, gleich it, alfo einen zweyten Punkt G, 
welcher der graden Linie EF und der Kreislinie gemein 
ift, das heifst, einen zweyten Durchfchnittspunkt. 


Dafs es keinen dritten geben könne daer Lehrfatz 6.] 


[Zufatz, So oft alfo eine grade Linie EF einen Fig, 


dl 
Kreis durchichneidet, wird ein Stück ven ihr AG ei- 
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Tig 57. 
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ne Sehne des Kreifes, und diefes liegt ganz innerhalb 


‘der Kreislinie *. Dagegen liegt die Tangente AD 


ganz anfserhalb der Kreislinie. Folglich mufßs ftets 
zwilenen heyden einBogen AHG liegen, fo dafs er von 
AD und AG eingefchloffen wird, Gefetzt alfo man 
wollte fich nach Analogie gradeliniger Winkel hier ei- 
nen krummlinigen Winkel GHAD vorftellen, fo würde 
deier ftets von dem gradelinigen GAD eingefchloffen, 
müfte alfo kleiner als dief:r feyn $. Nun aber kann der 
gradelinige GAD kleiner gedacht werden, als jeder an- 
gebliche Winkel; und fo klein er auch gedacht wird, 
fo durchfchneidet AF, weil es nur eine Tangente (AD) 
giebt, aliemal den Kreis, wäre alfo immer der krumm- 
linige noch kleinere. Winkel GHAD vorhanden, 
Folglich müfte diefer Winkel kleiner als jeder angeb- 
liche feyn, könnte alfo gar keine Gröfse haben, müfte 


alfo gleich o feyn. 


Folglich machen im Berührungspunkte der Kreis und 
die Tangente gar keinen Winkel, beyde fallen zufammen, 
und will man hier doch von einem fogenennten Bez äh. 
sungswinkel GHAD {prechen , fo ift diefer gleich o, 
d. h. er hat gar keine Gröfse, ift gar nicht vorhanden. 


Hierauf beruht die Vorftellung krummliniger Wina 
kel. Denn da im Berührungspunkte Tangente und 
Kreis zufammenfallen, keinen Winkel mit einander 
machen, fo mufs auch .ein Kreisbogen AH mit irgend 
einer graden Linie AB denfelben Winkelals feine Tan- 
gente IAK machen, und eben fo zwey Kreisbogen AH, 
AL mit einander denfelben Winkel als ihre Tangen- 


x 
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ten im Punkte A, AI, AB. Und diefe Begriffe lafen 
fich in der höhern Geometrie auch auf alie andere 


krumme Linien übertragen, 


Mithin Debt insbefondere jeder Halbmeffer auf der 
Kreislinie fenkvecht; denn "er macht mit der Tangente 
im Berührungspunkte rechte Winkel. — Jede Sehne, 
welche kein Durchmefler it, macht dagegen in ihrem 
Endpunkte mit der Kreislinie ungleiche Winkel.— End-- 
lich flehn zwey concentrifche Kreife überall gleich weit von 
einander ab, Denn da die Halbmeiler auf beyden fenk- 
recht ftehn, fo geben die abgefchnittnen Stücke der 
Halbmeflfer den Abftand beyder von einander an 3: 
und diefe Stücke find überall gleich *] 


[Anmerkung r. Ein Winkel ift die Lage zweyer grader 
Linien gegen einander“. Krummlinige Winkeldenken zu 
wollen, wäre alfo ungereimt, wenn nicht im Berührungspunkre 
die Tangente und die krumme Linie zulammenfielen, alfo krumm- 
linige Winkel fich durch den Winkel der Tangenten im Berüh- 


rungspunkte denken liefsen, So mufs man daher, diefen Begriff 
erklären. ` 


Nur eine grade Linie har in allen ihren Theilen gegen eine 
andre einerley Lage, und alfo läfst fich nur bey ihr aus der Lage 
eines Stücks GF auf die Lage der Linie bey A fchliefsen. Eine 
krumme Linie hat in allen noch fo kleinen Theilen eine verfchiede- 
ne Lage gegen eine grade Linie AB, Man kann alfo aus der 
Lage der Theile H, I nicht wie bey graden Linien auf die Lage 
der Theile im Punkte A fchliefsen. Man ficht daher auf welchen 
Mifsveritand folgende Einwendung gegen das hier Vorgetragne 
beruht, „GefetztHA, IA wären zwey Bogen die beyde die gra- 


"Lı6.fa 


Ge Lëäe 


"IE. I2. 


Fig, eg, 


de Linie AD im Punkte A berührten *, fo müften die Winkel * E, vs, 


HAD, IAD beyde o, alfo beyde gleich feyn.< Nun aber fchlieft 
der Winkel IAD den Winkel HAD ein; alfo mufs er gröfser 


124 zucn Il 


tals HAD feyn, welches dem vorigen widerfprich, Alfo kann 
der Berührungswinkel nicht gleich null feyn.” Aber die Schlufs- 
folge, alfo mufs er gröfser als HAD feyn, ift falfch. Sie gilt dem 
angeführten nach nur für gradelinige Winkel, keinesweges für 
die Lage kruminer Linien, auf deren Lage im Punkte A wir aus 
der Lage in H und I nicht {o unmittelbar fchliefsen können. Da- 
raus dafs der Bogen AI den Bogen AH einfchlieft läfst fich ein- 
zig und allein das folgern, dafs der einfchliefsende Bogen fehnel- ` 
ler von der Tangente, als der eingefchlofsne abweicht, dafs er 
mithin krammer oder convexer, der Bogen AH dagegen flächer 
oder weniger gebogen if, und mehr nichts, 

Und doch haben gefchickte Mathematiker fich jenen Trug- 
fchlufs nicht nur zu Schulden kommen laffen, fondern fogar mit 
Hitze als Wahrheit vertheidigt, - (Man fehe Clavius und Tagnet! 
Ausgaben Euklids B, 3. S. 16 befonders die eıflere, wo diefe 
Materie auf 20 klein gedrukten Octavfeiten mir den Gründen 
dafür und dawider ausgeführt wird; auch Clavius Werk de tri- 
angulis planiset fphaericis und in Wallis Opera Mathematica Tom. 
H, pe 605 die Abhandlung de angulo contactus et femicirculi. ) 
Ueberhaupt gehört diefe an fich nicht fehr fchwierige Materie 
zu den am mehrften mifsverftandnen in der reinen Mathematik, 
Selbit ven Swinden geräth hier in die irrige Meynung; „wenn 
man behaupte der krummlinige Winkel GHAD fey kleiner als 
der gradelinige GAD, io ftelle man keine Vergleichung zwifchen 
den blofsen Neigungen (Lagen) diefer Linien an, fondern gwi- 
Sehen dem Ranme den diefe Winkel einfchliefsen, und verweift 
deshalb auf Vietae Opera p. 382. Das wäre aber doch fürwahr 
eine Sonderbarkeit der erften Gröfse, wenn man an Flächenräu* 
me dächte und von Winkeln fpräche, und etwas das mit der ge- 
rühmten Genauigkeit der Geometer gar fehr im Widerfpruch 
ftände. 

Man fieht hier abermals eine Probe, wie es in der Geometrie, 
da wo es aufLage ankömmt, noch manches aus einer forgfältiger 
entwickelten Theorie der Lage, zu berichtigen und zu ergänzen 


giebt. Le Gendre hat diele Materie vom Berührungswinkel, die 
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fchon Euklid richtig vorträgt, fehr mit Unrecht ausgelaflen ; fo 
auch Thomas Simpfon. Hielten fie feerwa noch für ftreitig, oder 
für zwfchwierig, Für beydes erkennt fie nicht 


d t U, 


Anmerkung 2, Die berührende Linie if die Gränze 
für alle fehneidende Linien, welche anf dem Durchmeffer, der 
durch den Berührungspunkt geht, fenkrécht flehu, Denn die bey- 
den Dnrchfchnittspunkte diefer Linien mir dem Kreife, ftehn 
gleich weit vom Durchmeffer ab, und nähern fich immer mehr, 
wenn die durchichneidende Linie fich weiter vom Mittelpunkte 
entfernt, Rückt fie endlich um den Halbmeffer vom Mittelpunkte 
ab, fo fallen beyde durchfchnittspunkte in den einen Berüh- 
rungspuakt zufammen „ und "zwar in dem Durchmeffer; 
daher die Tangente mit in die Reihe diefer fchneidenden Linien 
als letste aufzunehmen it; als Gränze. der diefe fich ohne Ende 
fort näheren, öhne;fie doch je zu erreichen, fo lange fie fchnei- 
dende Linien bleiben. Mann kann fich daher die berührende,Li= 
nie als eine fchneidenae deuken, für welche die beyden Durch- 
fehnitispunkte mit einander und mit dem Durchmeffer, zufammen- 
fallen, und unter Giefer Fiction, in der ein Widerfpruch liegt, 
der Tich jedoch felbft aufhebt, gelten. von ihr alle Sätze der fchnei- 
denden Linien, in fo fern fe mitteift diefer Fiction gehörig mo- 
difhicire werden» Auch gründen fich auf diefe Fiction die ernten 
Methoden op alen krummen Linien Tangenten zu ziehn, (derglei- 
chen Fermat, Hudden u, a. erdacht haben. — An einem Seyeb- 
nen Kreife Tangenten verfchiednen Bedingungen gyernäls, oder 
umgekehrt zu einer ocgebnen Tangente einen Kreis zu befchrei- 
ben, lehren Auf, 14 und 13, aa 9 i 


LEH RSATZ äs, 


(LE z OA TE a 
Wenn zwey Poralellinien AB, DE, beyde den Fig. 59, 
Kreis durchjchneiden y Jo find die Kreisbogen MN, PO 
welche zıwijchen ihnen liegen, gleich. 
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[Die Stücke MP, NO der beyden Parallellinien ; 


welche innerhalb der Kreislinie fallen, findSehnen des 


Kreifes]. Ein Perpendikel CH aus dem Mitteldunkt 

auf die eine diefer Sehnen gefällt, fteht auch auf die 

andre ihr parallele Sehne fenkrecht sz, halbirt alfo 

= beyde Sehnen, und beyde zu diefen Sehnen gehörige 

* 9 Bogen MHP, NHQ $. ' Folglich it MH = HP und 

"or SM cs HO, alfo auch MH — NH = HP — HO *, 
das heift MN = PQ. 


21 


Fig. 60. ZufatzJ. Auch wenn eine Tangente DE mit einer 
Schne MP parallel läuft, find die Bogen zwifehen der Sehne 
und dem Berührungspunkte H gleich. Denn alsdann fteht 

"ft. der Halbmeffer CH auf die berührende Linie fenkrecht zx 

size tt, folglich: auch auf die ihr parallellaufende Sehne MP *, 
halbirt -alfo diefe Sehne, mithin auch ihren Bogen, fo 

* o, dats MH = HP wird 3 

Ge, o" [Zufatz II. Auch in gleichen Kreifen f[ehneidet 
eine Linie MO , welche mit der graden Linie durch die Mit- 
telpunkte CO parallel läuft, mit diefer Linie gleiche Bos 
gen ab. 

Denn wegen des Parallelismus mit CO fteht die 
Linie MQ von allen Punkten in CO, alfo auch von 
beyden Mittelpunkten gleich weit ab. Die Sehnen 
MN, PQ, welche beyde Kreislinien von MQ abfchnei« 

e o. den find alfo gleich *, mithin find erftens die zu die- 
fen Sehnen gehörige Bogen MKN, PLQ gleich, fo 
wie ihre Unterfchiede von den gleichen .Halbkreifen, 
d. h, die Bogen AM ~+- BN = EP + FQ, und folglich 
auch AM = BN = EP = FQ, indem die erftern und 
de letztern, als Bogen zwifchen parallelen Sehnen ei- 

» nm. nes kreie, gleich find *, 
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Zweytens {ind auch-.die Hälften der gleichen Seh- 
nen MN, PQ, welche die Perpendikel aus den Mit- 
telpunkteCR, OS auf ihnen abfchneiden, gleich, MR 
— RN = PS = SQ. Nun aber it RS= CO *, folg: Fit 
lich find auch MP und NQ beyde gleich CO. Mithin 
fchneiden die ähnlich liegenden Theile beyder Kreislinien, von 
allen graden Linien, die mit der Linie durch. ihre. Mittel- 
punkte parallel laufen, gleiche Theile ab. Umgekehrt ift 
alfo der'geometrifche Ort des Endpunkts P einer gegeb- 
nen graden Linie MP, welche in gegebner Lage, 
(2. B, parallel mit, AF) mit-ihrem andern Endpunkt M 
auf einer gegebnen Kereislinie ADBK aufiteht, eine 
gleiche Kreislinie EGFL ‚(deren Mittelpunkt O, von 
C om gegebne Linien MP, mn der gegebnen Lage, na 
abfteht #, "CELL 
Anmerkung, Diefer Zufatz ift-im wefentlichen Sarz ar. 7 ™ 
im eren Buch von Apoll, ebnen Oertern, wird dort aber anders 
ausgedrückt.und.bewiefen. Der berühmte Fermat Toll der Ur- 
heber defielben feyn,} 


ey . A 
Ir, Eu R wé ap EE 


Sind umgekehrt zwey Bogen MN, PO: eines Fig. sg. 
Kreifes gleich, fo find T) die Sehnen, hweiche durch 
die übereinftimmenden Endounkte beyder gehn, MP, 
NO, parallel’ — 2) Die Sehnen welche durch die 
verkehrt liegenden Endpunkte beyder gezogen! find, 
MQ, NP, durchfchneiden fich Jo, dafs die ähnlich lie- 
genden Theile in beyden gleich ind. — 3) Auch 
wen die Sehnen der beyden gleichen Bogen MN, PO 
BIN, fich aufserhalb des Kreijes jehneiden, D find die 


"Gr. 8 
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abgefehnittnen Stücke in der Verlängerung Bender 
gleich. : 
1. Halbire den Bogen NQ durch den Halbmeffer 
CH; fo wird durch diefen Halbmeffer auch die Sehne 
NQ *, ferner, weilMN, PQ gleiche Bogen find, auch 
der Bogen MHP und die Sehne MP diefes Bogens hala 
birt, Folglich ehn die Sehnen MP, NQ, welche 
durch die übereinfiimmenden ‚Endpunkte der beyden 
gleichen Bogen gehn, beyde auf die grade Linie CH 


. fenkrecht; fie find alfo parallel *. 


a. Die Sehnen MQ, NP, müffen, weil fie die 
verkehrt liegenden Endpunkte der beyden gleichen 
Bogen verbinden, fich nothwendig in irgend-einem 
Punkte Idurchfchneiden $. Ueberdem find fie gleich, 
weil fie zu gleichen Bogen MHQ, NHP gehören *. Da 
nun auch die Schanen MN; PQ gleich find, fo decken fich 
die Dreyecke MPQ, PMN *, und die Winkel bey M 
und P find gleich. Das Dreyeck "IMP ift daher gleich- 
fchenklig *, und IM = IP, folglich auch, da die 
ganzen Schnen MQ, NP gleich find, IN = IQ, 

3. Durchfchneiden dich die beyden Sehnen der 
gleichen Bogen MN, PO mn gend einem Punkte O 
aufserhalbides Kreifes, fe ift das dadurch entftehende 
Dreyeck NOQ gleichfchenklig , mithin NO = QO. 
Denn aus dem, was unter 2 bewiefen ift, folgt, dafs 
die Winkel IMN, IPQ, folglich auch, wegen des 
Parallelismus der Sehnen PM und QN , die Winkel 
QNO und NQO gleich find *. 

Folgerung I. Weil in dem unter 2 betrachte- 
ten Fall, das Dreyeck MIP gleichfchenklig ift, fo liegt 

die 
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die Spitze defielben in dem Haibmefler CH, welcher 
auf der Grundlinie MP in ihrer Mitte fenkrecht Geht", *L17,f.3 
Folglich Ziege der Durehfchnittspunkt I der beyden Sehnen 
MO NP fiets in dem Holbmeffer, der die Bogen MHP, 
NHQD halbire, — Umpgekehrtsgeht die grade Linie, 
welche durch die Punkte H und I gezogen wird, ftets 
durch den Mittelpunkt des Kreifes *. — Endlich * Gr, e 
{chneiden zwey Sehnen, welche durch einen Punkt I 
eines ‚Halbmeffers unter gleichen Winkeln gegen den- 
felben gezogen werden, gleirhe Kreisbogen ab. 
Folgerung 2. Weil eben fo in dem unter 3 
betrachteten Fall das Dreyeck MPO gleichfchenklig 
it, fo liegt die Spitze deffelben O, in der Verlänge- 
rung des Halbmeflers CH, welcher auf der Grundlinie 
in der Mitte auffteht. — Umgekehrt mois alfo eine 
grade Linie welche den Winkel C am Durchichnitts. 
punkte halbirt, durch die Mitte der Sehnen MP und 
NQ und durch den Mittelpunkt des Kıeiles gehn; 
und grade Linien, welche unter gleichen Winkeln ge- 
gen die Verlängerung eines Halbmefleis durch einen 
Pnnkt deffelben gezogen werden, und den Kreis durch- 


{chneiden , fehneiden in ihm gleiche Bogen ab, 


Zufatz I. Diefe Sätze laffen fich auch auf Tan- Bussi 
genten übertragen. Nimmt man auf beyden Seiten des 
Berährungspunktes H gleiche Bogen HM, HP, fo läuft 
die Sehne durch ihre Endpunkte, MP, mit der Tangente DE 
parallel, Denn zieht man nach dem Berührungspunkte 
den Halbmefler CH, fo halbirt deier den Bogen MHP, 
mithin auch die Sehne MP *, fteht alfo auf ihr, fo wie „ 

I 


KÉ 
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Fig. 79. 
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Fig. 61. 
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auf det Tangente fenkrecht *, und Sehne end Tangen- 
te laufen alfo parallel. 


Tangenten durch die beyden Punkte M und P gezogen, 
machen mit der Sehne MP gleiche Winkel *, bilden 
alfo, wenn fie fich im einem Punkte O durchfchnei- 
den, ein gleichfchenkliges Dreyeck, Daher find die 
abgefehnittnen Stücke derfelbea MO, OO gleich, und ihr 
Durchfchnittspunkt fällt in dem Halbmefler CH, der 
durch den Berührungspunkt geht *. Umgekehrt mufs 
eine grade Linie durch O und H auch durch den Mit- 
telpunkt, und eine grade Linie, welche den Winkel 
bey O halbirt, fowohl durch den Berührungspunkt, 
als auch durch den Mittelpunkt gehn, 

Tangenten, welche von einem Punkte O äufserhalb des 
Kreifes nach dem Kreife gebu, find überhaupt insgefamme 
gleich. Denn zieht man CO und die Halbıneffer nach 
den Berührungspunkten CF, CG, fo entitehn recht- 
winklige Dreyecke, worin die Hypothenufe CO und 
eine der Katheten gleich find, die fich deshalb de- 
cken *, und worin OG = OF ift, 


Zufatz Il. If ein Halbkreis ABC in eine grade 
Zahl von gleichen Teilen ‚2. B. in 6 getheilt, und man 
verbindet die übereinflimmenden Theilpunkte von den End- 
punkten des Durchmeffer an gerechnet durch grade Linien 
AC, HF, IG, fo ift die Summe aller diefer parallelen Sepa 
nen gleich dem Stück AK, welches eine grade Linie durch 
B und den nächjten Theilpunkt G gezogen , auf dem vera 
längerten Durchmeffer abfchneidet. 


Denn wegen der Gleichheit der Theile AH, CF 
und Hl, FG find die Sehnen AC; HF, IG parallel *. 
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Eben fo find wegen Gleichheit der Rogen HI, CF und 
IB, FG die Sehnen HC, IFL, BGK parallel. Folg- 
lich find HFLC, IGKL Parallelogramme, alfo HF = 
CL, IG = LK * und AC 4+ HF + IG = AK. WITZER 


Zufatz III. Zf ein Halbkreis ADB in eine ungrade Taf. IIL 
Zahi von gleichen Theilen, ze Bain 5, getheilt, und man KR 
verbindet die übereinflimmenden Theilpunkte durch grade 
Linien Ab, DG, EF, und zieht nach den Endpunkten E, F 
der letztern diefer Linien die Halbmejjer CE SCEI; Jo frid 
alle Abfchnitte jener Linien zwifchen diefen Halbmej]ern 
EF, MN etc, zufanmengenommen dem Halbmeffer des Kreis 
fes gleich. 


` Denn theilt man auch den andern Halbkreis AHB 
auf diefelbe Art ein, in den Punkten H, 1, K etc., fo 
gehn erftens EC und FC verlängert als Durchmeifer 
durch zwey TheilpunkteK, I *. Verbindet man zwey. | 
tens die verkehrt liegenden Endpunkte der beyden 
gleichen Theile DE, HI, durch die Sehnen EH, DI, 
fo durchfchneiden fich diefe, nach Folgerung 1, in ei- 
nem Punkte L des Halbmeflers CA, fo dafs CA = CL 
+ LA ift. Nun find aber wegen Gleichheit der Thei- 
je, die Sehnen FI, EH, DA: welche gleiche Bogen ab. 
{chneiden, parallel *. Eben fo die Schnen AB, DG 145 
EF und die Sehnen EK, Di, etc. Mithin find als Pa- 
rallelen zwifehen Parallelen, erfiens DN = AC, und 
zweytens EE = LC = DM *, alfo auch DN — DM 1541, 
= AC—LC, d, h. MN = AL und folglich EF + MN 
= LC 4 AL = AG 


La 
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Taf. II, 
F. 63, 


14. 2. 


# 7. 


Flas A 


¥Iar.f.2 


Grade fo führt man den Beweis, wenn der Halb- 
kreis in eine gröfsere Zahi von ungleichen Theilen 
getheilt ift. 

Zufatz IV. If ein Kreis in fechs gleiche Theile 
getheilt, und man verbindet einen der Theilpunkte, A, mit 
denen, welche um zwey Theile von demfelben abjtehn durch 
grade Linien AC, AE; fo theilen diefe Limien die Sehne 
BF zwifehen den übergangnen Theilpunkten, welche zunächft 
bey A liegen, in drey gleiche Theile. 

Denn erftens find AC, BF, und zweytens auch 
AE, FB, zwey Sehnen, welche die verkehrt liegen- 
den Endpunkte zwey gleicher Bogen AF, CB und AB, 
EF mit einander verbinden. Folglich durchfchneiden 
fch diefe Sehnen fo, dafs BH = AH und FI = AI if ~ 
Nun aber find, wenn man CE zieht, die Bogen AC 
CE, EA, folglich auch die Sehnen diefer Bogen 
gleich * Alfo ift das Dreyeck ACE gleichleitig. Da 
überdem CE parallel mit BF läuft, fo ift das Dreyeck 
AHI, mit jenem Dreyeck gleichwinklig*, alfo eben. 
falls gleichfeitig, oder AH = HI = AI *.. Mithin ift 
auch BH = HI = IF, folglich die Sehne BF auf diefe 
Art in drey gleiche Theile getheilt, 

Anmerkung, Dieter fehr brauchbare Lehrfarz und die 
Zufärze fehlen bey Le Gendre, Zufatz 2 entlehne ich aus Clavius 
Euklid, Zufarz 3 u 4 aus Kraffts' Infticur. Geomerr. fublim, , wo 
als Urheber des eritern La Hire in den Mémoires de Marhemati- 
que. Paris 1692. p. 92, und des letztern Gregor von St, Pincenz 
in feinem Opus geometricum prop.;y6 de Circulo genannt wird, 
in den Beweifen bin ich indefs von ihnen abgewichen. In den 


folgenden Büchern werden wir ähnliche intereffante Sätze finden, 
d, U, 
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[LEHR SATZ 15.] 


Nimmt man aufserhalb oder. innerhalb eines Tig. 64. 
Kreifes einen Punkt A und zieht durch ihn und den 
Mittelpunkt B eine grade Linie, welche die Kreislinie 
in den Punkten I und H durchfchneidet, jo hat 

1) unter allen Punkten der Kreislinie der Punkt 
I, der in der Linie AH mit dem Punkte A zu einer- 
lcy Seite des Mittelpunkts B liegt , den kleinflen ; da- 
gegen der Punkt H, der mit A auf entgegengeferzter 
Seite des Mittelpunktes B liegt, den gröjsten Abftand 
vom Punkte 4; 

2) haben unter mehreren Punkten E, K, 6 in 
der Kreislinie, diejenigen den kleinern Abfland vom ` 
Punkte A, welche näher. beym Punkte I liegen; und 

3) Deh je zıwey Punkte, die zu entgegenge- : 

pr un der Linie AH Tegen und gleich weit 
von I entfernt find, ze BE, F, auch vom Punkte 
A gleich weit ab. 

ı. Denn zieht man nach den Punkten E, K, F, 
G in der Kreislinie die Halbmeffer BE, BK, BF, BG 
und. aus dem Punkte A die graden Linien AE, AK 
AF, AG, fo bilden diefe mit AB Dreyecke, in deren 
jedem, z. Be in ABE, der Unterfehied je zweyer Seiten 
kleiner und zugleich ihre Summe gröfser als die dritte 
Seite *, folglich AB — BE oder AB — BI, d. h. Al< sta 
Al und zugleich AB + BE oder AB + BH d. h. AH 
> AE if. Folglich ift der Ponkt I weniger, der Punkt 
H weiter als jeder andre Punkt E in der Kreislinie vom 
Punkte A entfernt; welches das erfte ift» 


Zzrg, 
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2. Alle jene Dreyecke ABE, ARK, ABF, ABG 
haben unter einander zwey Seiten gemein, 2 nemlich 
AB und die gleichen Halbmeffer BE, BK, BF, BG- 
Folglich wird die Gröfse ihrer dritten Seiten AE, AK, 
AF, AG von der Gröfse der gegenüberftehenden Win- 
kel ABE, ABK, ABF, ABG durch Lehrfatz ro, des 
eriten Buchs befiimmt. Alle 'diefe Winkel find aber 
zugleich Winkel am Mittelpunkte des Kreifes um B, 
daher ihre Gröfse von der.Gröfse ihrer Sehnen abhängt *, 
folglich von der gegenleitigen Entfernung der beyden 
Endpunrkte diefer Sehnen, d h. der Punkte E, K, E, 
G vom Punkte I, Ift der Punkt E weiter als R aber 
nicht fo weit als.G vom Punkte I entfernt, fo ilt 
AE > AK und AE < AG *; welches das zweyte ift, 


3. Sind andkeii diePunkte E, F gleich weit von 


‚I entfernt; fo it auch AE = AF *, da denn die 


beyden Punkte E, F zu entgegengefetzten Seiten der 
Linie AB liegen müflen „ weil fie fonft (da die beyden 
Dreyecke AEB, AFB Deh decken) zufammenfielen, 


und nicht zwey,, fondern nur ein Punkt wären: wel- 
ches das dritte ift. 


Zufatz. Diefe Sätze über die ‚Entfernung eines 


Punktes von den Punkten in einer Kreislinie‘gelten 


gleichmäfsig, jenerPunkt liege aufierhalb oder innerhalb 
der Rreislinie, und der Beweis ift für beyde Fälle der. 
Selbe‘, nur die Lage der Linien etwas verfchieden, wie 
diefes die beyden grofsen Kreifen unfrer Figur darftel. 
ien, daher es unnöthig ift mit Euklid (HI. 8, 9.) 


beyde Fälle befonders zu behandeln. Auch gelten fie 
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für jeden Punkt im Umfange | für welche-nurl und 
A zufammenfallen,. wie im dritten kleinern-Kreife un’ 


frer Figur! 


Foelgerung. 1. ‘Von jedem Punkte A, welcher 
nicht der Mittelpunkt ift, laffen fich nach einer Kreislinie 
fiets zwey gleiche grade Linien ziebn, welche zu entgegen- 
gefetzter Seite der Linie durch den Mittelpunkt liegen *; ° (3) 
aber auch nicht mehr als zwey, indem es in der Kreisli- 
nie nicht mehr als zwey Punkte giebt, welche vonEi- 
nem Punkte in deritiben gleich weit abflehn *. sf A8 
Folgerung 2. Kann man alfo von einem Punkte 
nach der Kreislinie mehr als zwey ‚grade Linien ziehn, fo 


if diejer Punkt nothwendig der Mittelpunkt des kreifes. 


Folgerung3. Grade Linien, welche von einem 
Punkte aulserhalb des Kreiles fo gezogen find, dais 
fie von der Kreislinie gleiche Bogen abjenneiden, find 
gleich *. Deshalb ind von jeden Punkte auiserhalb *14.£ z., 
des Kreifes nur zwey und nicht mehr folche grade Li- 
nien möglich. _ Umgekehrt fchneiden alle glöche grade 
Linien, welche von einem Punkte aufserhalb des Kreij. 
{eş an die Kıeislinie gezogen find, von ihr gleiche 
Bogen ab, ‚Solche Linien fo zu ziehn, dafs fie im i 
Kreile Sehnen von gegebner Gröfse bilden, oder dafs 
„wey derielben Bogen von gegebner Gröfse umfpan- 
nen, lehrt Aufg. 15. j 

Folgerung 4. Auch alle Tangenten, welche Fig. 79: 


von einem Punkte nach einer Kreislinie gehn find 
\gieich *, Folglich tind vor einem Punkte Q umjserhalb “4. Z, 
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eines Kreifes nach dem ‚Kreife flets zwey verfthicdne , 
aber nicht mehr, Tangenten möglich, — Ift eine gra- 
de Linie OF, welche von einem Punkte O au- 
fserhalb eines Kreifes nach der Kreislinie geht, einer 
Tangente OG aus diefem Punkte gleich, fo ift fie 
felbft eine Tangente des Kreifes, — Endlich gelit eine 
grade Linie, weiche den Winkel O halbirt, den die 
beyden Tangenten aus dem Punkte O nach der Kreis- 
linie bilden, durch den Mittelpunkt des Kreifes und 
fteht auf der Sehne durch die Berührungspunkte, in 
"14.21. deren Mitte fenkrecht auf *, 


Anmerkung. Der Lehrfaz und die Folgerun- 
gen, find den Sätzen des eriten Buchs über die Entfer- 
st 16, nung eines Punktes von den Punkten einer graden Linie* 
analog, und zeigen fich für die Lehre des Kreifes nicht weniger 
fruchtbar, als jene für die gradelinigen Figuren, Ich fehe daher 
den Grund nicht ab , warum fie Le Gendre übergeht, da er doch 
von jenen Sätzen des erften Buchs einen fo häufigen Gebrauch 
macht, und die fernern Sätze Däer das Schneiden und Berühren 

der Kreife blofse Folgerungen aus diefem Lehriarz find. 

d. U, 
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Fig. 49. 1) Zwey Kreife deren Mittelpunkte A, B um 

"50. die Summe oder um den Unter/fchied ihrer Halbinefjer 

e, B von einander entfernt find, berühren fich 

und zwar im erfien Fall äufserlich im Sieten 
innerlich. 

2) If die Summe ihrer Halbıueffer gröfser oder 

der Unterfchied derfelben kleiner , fo haben fie keinen 

Punkt mit einander gemein, und liegen im erften Fall 


G 
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der eine ganz aufserhalb, im zweyten der eine 


ganz innerhalb des andern. 


Die grade Linie durch beyde Mittelpunkte dorch, 
fchneide den um B befchriebnen Kreis in den Punkten 
I und H, nnd zwar fey I derDurchfchnittspunkt wel- 
cher mit A auf einerley Seite vonB liegt; fo find dem 
vorigen Lehrfatz gemäfs alle Punkte in der Kreislinie 
um B weiter als der Punkt I, aber nicht fo weit als der 
Punkt H vom Mittelpunkte A der zweyten Kreislinie 
entfernt *. 

1, It daher Al gleich dem Halbmefler x diefer zwey- 
ten Kıeislinie, fo iQ zwar I ein Punkt in derfelben, 
aber alle (andern Punkte der, Kıeislinie um B ftehn 
weiter von A als um den Halbmefler œ ab, liegen al- 
fo aufserhalb der Kreisiinie um A. Mithin berühren 
fich beyde Kreislinien in diefem Falläzfserlich % Wenn 
aber a LB = AB ift, fo mußs auch x = AB — B *, 
oder o = AB — BI = Al feyn, Folglich iĝ AI un- 
ter diefer Bedingung dem Halbmeffer « gleich, und 
unter ihr müffen fich daher beyde Kreile äufserlich be- 
rühren. 

It AH gleich dem Halbmeffer «, fo it zwar H ein 
Punkt in der Kreislinie um,A, aber alle andere Punk- 
te der Kreislinie um B find von A weniger als um den 
Hialbmefler œ entfernt, liegen alfo innerhalb jener 


Kreislinie Beyde Kreislinien berühren fich alfo in 


diefem Fall immerlich*. Wenn aber « — Bess AB if, ` 


Zo mufís auch a = AB + £ oder x = AB-+- EH = 
AH feyn, Folglich ift unter diefer Bedingung AH 


"të E 


Fig. 49. 


EIB EE 
VGN 2 


Fig. 50. 
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` dem Halbmefler x gleich, und’ unter ihr müffen fich 
daher beyde Kreife innerlich berühren, 

2) Ift dagegen AI größer als der Halbmeffer « fo 
fällt der Punkt I, der unter allen in der Keeislinie 
um B am nächften bey A liegt, mithin diefe ganze Kreis- 
linie, aufserhalb der Kreislinie um A und beyde haben 
keinen Punkt gemein, Das ift aber der Fall, wenn 
o+ 8 > ABift, da denn auch & > AB — £ oder > 

"AB — BI, d.h. > AI if. 

If endlich AH kleiner als der Halbmeffer e, fo 
fällt der Punkt in der um B befchriebnen Kreislinie, 
welcher am weiteften von A entfernt it, mithin diefe 
ganze Ken innerhalb der Kreislinie um A, und 
beyde Kreislinien haben wiederum keinen Punkt ge- 
mein, Das ift aber der Fall, wenn « — 6 < AB if, 
da denn x L AB -+ £ oder < AB -+ BH d. h. < AH 
7? ' 

Folgerung 1. Wenn zwey Kreife einander berüh- 
zen, fo liegt folglich flets der berührungspunkt mit den bey- 
den Mittelpunkten in einer graden Linie, und zwar zei- 

Fig. 49 [eben beyden Mittelpunkten wenn die Kreife äufserlich, 

Fig. sc. nicht zwifchen ihnen, wenn fie fich Zoe Geck berühren. 

Denn nur unter diefen Bedingungen kann der Abftand 

ihrer Mittelpunkte der Summe oder dem Unterfchiede 

ihrer Halbmefler gleich feyn. Die grade Linie, wel- 
che durch zwey sener Punkte gezogen wird, mois alfo 
immer auch durch den dritten gehn. 


Folgerung 2. Wenn nmgckehre zwey Kreislinien 
in einem Punkte l oder H, welcher in der graden Linie 


durch ihre Mittelpunkte liegt, anfaınmentreffen, fo berüh. 
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ren fie fiche Denn dann ift ‚allemal die Entfernung ih- 
rer Mittelpunkte entweder der Summe oder dem Un- 
terfchiede ihrer Halbmefler gleich; ein fehr einfaches 
Kennzeichen von Kreifen die fich berühren, welches 
in der Lehre von den Berührungen von vielem Ge: 
brauch ift. 

Folgerung 3. Zwey fich berührende Kreife haben 
im Berährungspunkte eine gemeinfehaftliche Tangente. 
Denn da ihre Halbinefler AI, BI, welche nach dem 
Berührungspunkte gezogen werden, in grader Linie 
liegen *, fo fallen die Perpendikel, welche auf beyde * f. r. 
im Berührungspunktelerrichtet find, mithin die Tan- 
genten zulammen *. Fin Perpendikel auf die gemein- + 72, u, 
fchaftliche "Tangente im Berührungspunkte errichtet, Lt Zä 


geht allo gewils durch Aoer Kreife Mittelpunkt. 


Folgerung 4. Haben umgekehrt zwey Kreife in ei. 
nem Punkte I den Ge gemein haben, eine gemeinfchaftliche 
Tangente, fo berühren fie fich, und zwar innerlich, wenn 
ihre Mittelpunkte auf einerley, änfserlien wenn fie auf 
entgegengefetzter Seite der Tangente liegen. Denn 
ihre Mittelpunkte liegen dann beyde’in dem Perpen- 
dikel, welches auf de gemeinfchaftliche Tangente im 
Berührungspunkt I errichtet wird *, find alfo im er- 
ften Fallum den Unterfchied der Halbmefler beyder 
Kreife, im zweyten um ihre Summe von einander ent- 
ferınt. Die Kreife müffen-fich alfo unferm Lehrfatz 


SZ GE 


zu folge berühren, im erften Fall innerlich, im zwey- 
ten äufserlich. 


Folgerung 5. Alle Kreife, die durch einen 
, Punkt I einer Kreislinie gehn, und um einen Punkt 


i 
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indem Halbmeffer TA, oder defen Verlängerung, als 
Mittelpunkt befchrieben find, berühren fich im Punk- 
te I, weil fie in ihm eine gemeinfchaftliche Tangente 

*f 4 haben *, und liegen ganz zu einerley oder entgegen- 
gefetzter Seite diefer Tangente, d. h. des Perpendikels 
welches auf AI im ;Punkte I errichtet wird. 


Anmerkung, Der erfte Theil diefes Lehrfarzes fteht zwar 
bey Le Gendre , und macht bey ihm fogar zwey Lehrfarze aus, 
allein feine Beweife find fehr mangelhaft, da er fich nicht auf 
den vorhergehenden Lehrfätz berufen konnte, Die fruchtbaren 
Folgerungen fehlen bey ihm alle bis auf die cıfte, 


d. U. 


Leursarz 17] 


T.ULF. Wenn zwey um die Mittelpunkte C und O be- 
SEN fehriebne Kreije fich innerlich oder äufserlich berührem 
(o lesen, im erften Fall die beyden übereinftimimen- 
den EndpunkteE, G, im zweyten die verkehrt liegen- 
den Endpunkte E, G zweyer paralieier Durchmejler 
DE, FG, mit dem Berührungspunkte I in grader 

Linie. 
Denn verbindet man die Mittelpunkte durch die gra- 
de Linie CO, fo geht diefe auch durch den Berührungs- 
vue Cu, punkt *. Zieht man daher von dem Berührungspunkte 
nach den genannten Endpunktender parallelen Durch- 
mefler die graden Linien IE, IG fo entiftchn zwey 
ge gleichfchenklige Dreyecke ICE, IOG, worin wegen des \ 
Parallelismus der Durchmefler die Winkel an der 


Spitze, mithin auch die Winkel an der Grundlinie 
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gleich find *, Es find alfo auch die dritten Winkel "1-25 12 
CIE, OIG gleich *, und folglich bilden, da CI und "Lzufe 
IO in grader Linie liegen, auch AI und IO eine 
grade Linie * Der Berührungspunkt liegt folglich 
mit den Endpunkten E und G der beyden parallelen 
Durchmefler in grader Linie, 


Se, 


Zufatz. Wenn umgekehrt zwey Kreife eineu Punkt I 
gemein haben, und die Halbmejler OG, CE, welche man 
nach den Endpunkten.einer graden Linie GE zieht, die 
durch den Punkt I gebt, und beyde Kreife [chneider, find 
untereinander parallel, fo berühren fich beyde Kreife im 
Punkte I. 


Denn man ziehe die Halbmefler OI, CI, fo find 
die Dreyecke IOG, ICE gleichfchenklig, mithin die 
Winkel E und EIC, G und GIO gleich. Nun aber 
find wegen des Parallelismus der Halbınefler, und weil 
EG eine grade Linie ift, die Winkel E undG gleich *, "T.25 A, 
Alfo find auch die Winkel EIC, GIO gleich *, mit-* I g. 
hin OI und IC in grader Linie *, und es liegt der +16, £2. 
gemeinfchaftliche Punkt I beyder Kreislinien in der 
graden Linie durch beyde Mittelpunkte, Folglich be- 


rühren fich in ihm beyde Kreife *. "16,f,2£ 


Anmerkung. DiefeSätze entlehne ich aus Pappus mathe- 
matifchen Sammlungen B. 7., wo fie als ıstes und 16tes Lemma 
aus Apollonius Werk von den Berührungen aufgeführt, aber auf 
eine fchwierigere Art bewiefen werden. Auch ift der Lehrfatz 
Archimedes erftes Lemma im Buche von der Kusel und dem Cylin- 
der. Noch ein paar ähnliche Sätze finder man Lehrfatz 25. Zut. 
2. und folgende, 

d, U. 
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S ee OA A AAE H, 
Fig. ZweyKreife Können fich nur dann durchjchneiden, 
wenn forwohl die Summe ihrer Halbmefjer e, H grü- 
Ser, als auch der Unterfchied derfelben kleiner als der 
Abftand ihrer Mittelpunkte A, B if. 


Denn gefetzt die erfte diefer Bedingungen finde 

bey zwey Kreifen nicht Gart, und es wäre x + 

nicht gröfser als AB; fo müfte diefe Summe entweder 

gleich AB, oder kleiner als AB feyn. Im erften Fall 

würden fie beyde Kreife berühren, im zweyten kei- 

* 16 pen Punkt gemein haben *, könnten fich alfo nicht 
durchfchneiden, 


Fände die zweyte „diefer Bedingungen nicht ftatt, 
und wäre « — E nicht Keiner als AB; fo müfte diefer 
Unterfchied entweder gleich AB, oder gröfser als AB 
feyn, Im erften Fall würden fich wiederum beyde 
Kreife berühren, und im zweyten keinen Punkt oe- 

x g. mein haben *, könnten fich alfo nicht durcfchneiden, 
D 

Zufatz, Dafs wenn beyde Bedingungen {tatt fin- 
den, die Kreife fich nothwendig durchfchneiden opt 
fen, haben wir fchon als unmittelbare Folgen aus den 

"Bnp, Principien gefehn $, Der dortige Satz wird, alin durch 
diefe vervollfiändigt, und wir dürfen nun erft diefe 
Bedingungen als Beffimmung der Möglichkeit des Durch» 
Sehneidens zweyer Kreife aufftellen, ohne welche kein 
Schneiden ftatt findet, und unter der allein die Con- 
ftruction des Dreyecks aus drey gegebnen Linien mög- 

EnA lich if % 
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[LE ursarz 19] 


Zwey Kreife die fich durchfchneiden treffen fich 
fiets in zwey Punkten, welche zu den entgegengefèrz- 
ten Seiten der graden Linie durch beyde Mitzelpunk- 
te liegen. 

Umgekehrt durch/chreiden fich aile Kreis, wel- 
che zıwey Punkte gemein haben, oder, die in einem 
Punkte au/serhaib der Linie durch ihre Mittelpunkte 
zujaimmen treffen. : 

1. Wenn zwey Kreife fich in einem Punkte E 
fchneiden, fo kann: ihr Durchfchnittspunkt nicht in 
der graden Linie DH liegen, welche durch die Mittel- 
punkte beyder Kreife geht *, liegt folglich zur einen 
Seite dieier Linie; daher zur endern Seite derfelben 
in ger einen Kreislinie ein zweyter Punkt F liegen 


muis, welcher eben fo weit als jener vom Mittelpunk- 


Fig. 48, 


*16.f, Si 


te A des andern Kreifes entfernt 2? folglich auf fei srg fii 


nem Umfang liegt, alfo ein zweyter Durchfchnitts- 
punkt beyder Kreife ift. Und mehr als diefe beyden 
Durchlehnittspunkte iind nicht möglich *, 


2. Haben zwey Kreile zwey Punkte E, F, ge- 
mein, fo, liegen diefe aufserhalb der graden Linie DH 
zwiichen ihren Mittelpunkten, und es muls AI< AE 
und AH >AEfeyn *. Folglich ift 1 ein Punkt in 
dem um A beich:iebnen kreie, H ein Punkt aufser- 
halb defielben *, und folglich durchichneiden dich 
beyde Kreile. 

3. Liegtendlich derPunktE, worin zwey Kreife zu- 


fammentreffen, auiserhalb der Linie durch die Mittel- 


"e tr 
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punkte, fo it die Summe der beyden Halbmefler gro- 
* 18 Ger als der Abftand der Mittelpunkte *; alfo durch- 
fchneiden fich beyde Kieislinien, 


Anmerkung. Zwey fich durchfehneidende Kreife, und 
zwey Kreife die zwey Punkte gemein haben, find alfo einerley 
Gegenftand, Le Gendre braucht diefen letztern Begrifi zur Er- 
klärung des erftern, d. h, des Schneidens zweyer Kreislinien, 
DT? doch, wie wir fchon bemerkt haben, in fo fern mit Unrecht *, 

als die Uebereinftimmung beyder Begriffe erft bewiefen werden 
mut, Eserhellt hieraus zugleich dafs zwey Kreife die fich berüh- 
ren nur einen Punkt gemein haben könren, und dafs umgekehrt 
alle Kreife die nur einen Punkt mit einander gemein haben, fich 
berühren , worauf Le Gendres Definition des Berührens zweyer 


Kreife fich gründet. | d. U. 


LEHRSATZ 20 

Wenn zwey Kreije fich jchneiden, fo wird ihre 

gemeinjchaftliche Sehne von der graden Linie, die 

durch die beyden Miitelpunkte O, B geht, Jenkrecht 
durchjehnitten und halbirt. 


Fig. AN, 


Denn da zwey Kreife, die fich durchfchneiden, 

# ı9. zwey Punkte E, G gemein haben *, fo gehört die gra- 
de Linie EG zwifchen diefen Punkten als Schne zu 
beyden Kreifen. Ein Perpendikel, welches auf 

diefe Sehne in ihrer Mitte errichtet wird, mufs folg- 

lich fowohl durch den einen, als durch den andern 
79.62 Mittelpunkt gehn *. Alfo (da zwifchen zwey Punk- 
x Gr, 6, ten nur eine einzige grade Linie möglich ift *) mufs 
auch umgekehrt eine grade Linie DH, welche durch 

die Mittelpunkte beyder Kreife A, B geht, die ge- 
mein- 
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meinfchaftliche Sehne EG fenkrecht durchfchneiden 
und halbiren. 


[Anmerkung. Die Tangente zweyer fich berühsender 
Kreife dtimimt alfo in der Eigenfchaft mir der Sehne zweyer fich 
fchneidender Kreife überein, dafs die grade Linie durch die 
Mittelpunkte beyder Kreife auf fie fenkrecht Geht. und wir kön- 
nen fie alfo auch hier wieder als eine Sehne betrachten , bey wel- 
cher die beyden Durchichnittspunkte mit dem Kreife in einen 
zufammengefallen find. In fo fern kann man alfo den Berüh- 
rungspunkt für einen doppelten Durchfchnittspunkt nehmen, 

d, UJ 
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Wenn in einerley Kreis oder in zwey gleichen Fig. 67. 
Kreijen, zwey Winkel am. Mittelpunkte ACB, DCE 
fich zu einander wie zwey ganze Zahlen verhalten ; 
Jo müjfen auch die beyden Bogen welche vor ihnenum- 
Jpannt werden AB, DE fich wie diejelben Zahlen, und 
folglich wie jene Winkel verhalten. 


Man fetze, z, B. die beyden Winkel ACB, DCE 
verhielten fich zu einander wie die beyden Zahlen 7 
und 4; fo heifst das, jene Winkel {ollen fo gedacht 
werden, dafs fie von einem kleinern Winkel.M grade 
fo gemeflen werden, wie die gegebnen ganzen Zahlen 
von der Einheit, dafs folglich der Winkel M als ge- 
meinfchaftliches Maus im erftien Winkel ACB genau 
fiebenmal, im letztern DCE genau 4 mal enthalten 
fey *, Dann lafen fich alfo in jenem genau 7, in't ya 
diefem genau 4 Winkeltheile (angles partiels) ACm, 
mCn, nCo.,,DCx, xCy... denken, welche insge= 

K 
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fammt dem Winkel M, alfo auch unter fich gleich 
find. Nun aber müffen zu diefen Winkeltheilen, als 
gleichen Winkeln am Mittelpunkte C in einerley oder 


.in gleichen Kreifen, auch gleiche Bogen igehören *, 


folglich auch die Bogentheile (arcs partiels) Am, mn, 
no...Dx, xy... welche von jenen Winkeltheilen 
umfpannt werden , unter fich gleich feyn. Jedem 
Winkeltheil entfpricht aber ein Bogentheil. Folglich 
müffen auch die ganzen Bogen AB und DE fich wie 
die Zahlen 7 und 4 verhalten ; alfo wie die Winkel, 
Dielelbe Schlufsfolge findet bey jedem andern Zahlver- 
hältnifle ftatt. So oft fich ao das Verhältniis zweyer 
Winkel ACB, DCE in ganzen Zahlen ausdrücken läist, 
verhalten fich die Bogen AB, DE, welche aus ihrem 
Scheitel mit gleichem Halbmefler befchrieben und von 
ihren Schenkeln umfpannt werden, wie die Winkel, 
oder es ift i 


L. ACB: L DCE = bog, AB : bog. DE 


[d.h. wenn der Winkel ACB oder der n te Theil def- 
felben im Winkel DCE m mal enthalten ift, fo muls 
in diefem Fall auch der Bogen AB oder deffen n ter 


Theilin dem Bogen DE genau ın mal enthalten feyn.] 


Zufatz. Grade auf diefelbe Art erhellt umge- 
kehrt, dafs wenn in eimerley Kreis oder in zwey gierchen 
Kreifen zwey Bogen AB, DE ficù zu einander, wie ganze 
Zahlen verhalten, auch die Winkel am Mittelpunkte, die 
auf ihnen ftehn ACS, Di E, fich wie diefe Zaublen, und mit- 
hin wie die Bogen verhalten mifen, io dafs 


AB:DE= ó ACB : 4 DCE, 
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[Unter der Vorausfetzung eines Verhaltens wie 
zwey ganze Zahlen zu einander, ift alfo ftets das Ver- 
hältnifs folcher Bogen und folcher Winkel gleich, God 
folglich Bogen und Winkel proportional *.] “wer 


EECH "Re EE, ZT 22% 


Wie auch zwey Winkel ACB, ACD fich zu ein- Fig. 6% 
ander verhalten mögen, immer verhalten fich auf die- 
‚jelbe Art apen Kreisbogen AB, AD, welche um ih- 
ren Scheitelpunkt mit gleichem Halbimeffer befchrieben 
and von ihren Schenkeln umfpannt werden. 


Man lege den kleinern Winkel ACD fo auf den 
gröfsern, dafs ihre Scheitel, der Schenkel CA, und 
ihre Kreisbogen zufammenfallen *. Wenn nun die * L 
im Lehrfatz ausgefagte Proportion, .d. h. Gleichheit 
der Verhältnifle, in irgend einem Fall nicht ftatt fän- 
de, fo müfte dann der WinkelACB zum WinkelACD 
fich wie der Bogen AB zu einem Bogen AO, der größer 
oder kleiner als AD ift, verhalten *, alfo folgende *V.3, s 
Proportion richtig feyn 3 - 

LACB : ZACD = bog. AB : bog. AO 

DerBogen AO fey erfiens gröfser als AD, fo kann 
man fich AD in lauter gleiche Theile getheilt denken, 
welche kleiner als der Unterfchied beyder Bogen, DO, 
find *, [z.B. inn,] da denn, wenn man diefe Theile "Aufz.s 
weiter nach O zu aufträgt, zwifchen D und O wenig- Me 
Gens ein Theilpunkt I’ fallen muß. Zieht man nun 
den Halbmefler CI, fo find ACD, ACI zwey Winkel 
am Mittelpunkte, deren Bogen AD, Al fich wie wer 

K2 
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ganze Zahlen [nundn +1] zu einander verhalten; 
folglich ift dann kraft, des vorhergehenden Zufatzes 
Ł ACB : 4 ACI = bog. AB: bog Al 
Die Vorderglieder in den Verhältniffen dieler Propor- 
tion find mit den Vordergliedern in der erften Propor- 
tion einerley; folglich wäiten die Hinterglieder pro- 
portional feyn , alfo | 
FACDPZERCEZ 065. A Oue AL 
findem, wenn der Winkel ACB die Winkel: ACD, 
«ACI grade fo mifst, wie der Bogen AB die Logen AO, 
Al, auch zwiichen delen Winkeln, und Bogen einer- 
"V.3. e. ley Zahlverhältnifs ftatt Anden muis *.] 


Nun aber ift der Eogen AO gröiser als AI, folg- 
Z lich. müfste auch kraft der letztern Proportion der 
Winkel ACD gröfser als der Winkel ACI feyny alio 
der Theil gröfser als das Ganze, weiches ungereimt 
tyg AIS, Alfo ift cs unmöglich dafs der Winkel ACB lieh 
zum Winkel ACD, wie der Bogen AB zu einem Bo- 

gen, der gröfser als AD wäre, verhalten könne, 


Aus einer ähnlichen Schlufsfolge erhellt, dafs 
zweytens auch kein Bogen der kleiner als AD it, mit 
den Winkel ACB, ACD und dem Bögen AR eine 
"gültige Proportion bilden kann, 


[Folglich mufs die im Lehrfatz ausgefägte Propor- 
tion unter allen Uinftänden. beftehn, da, beitinde 
fie nicht, man in Ungereimtheiten verwickelt würde JA 
und es ift alfo immer 

A ACB : LACD ss bag AR : bog. AD, 


m 
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[Zufatz I. Grade fo beweift man den tumge-. 
kehrten Satz, daß, mie auch zwey Bogen aus gleichen 
Kreifen fich verhalten mögen, die Winkel an ihren Mittel- 
punkten, von deren Schenkel fie umfpanne werden, fich gra- 
de auf diefelbe Art verhalten. 

So iftalfo die Proportionalität zwifchen Winkel und 
Bogen allgemein dargethan, die beyden Bogen. oder 
die beyden Winkel mögen durch einerley Bogen oder 
Winkel fich meffen laffen oder nicht, d. h. commenfa- 
sabel oder incommenfürabel fern. und folglich fich wie 
Zahlen verhalten oder nicht, d. h. ein rationales oder ein 
zrrationales Verkältnifs haben *, ikii i kV, A 

Der hier geführte fehr deutliche und evidente Fe- 
weis für diefen imcommenfarablen Fall, den ich durch die 
zweyte Anmerkung zur fünften Aufgabe noch vervoll- 
kommnet zu haben glaube, fcheint, fo wie der analoge 
Beweis Buch 3 Lehrfatz 4, von Le Gendre aus Simpfons 
Elementen entlehnt zu feyn, wo man ihn im Welent- 
lichen in der Anmerkung zum dritten Satze des fünf 
ten Buches findet, Simpfon bemerkt dabey dafs fchon 
Euklid im zwölften Buch feiner Elemente lich diefer 
"Beweisart bedient, und dafs fich mittelit derfelben in 
jedem Falle die Schwierigkeiten, die ops der Incommen- 
furabilität von Linien oder andern Ausdehnungen her- 
rühren, leicht und befriedigend heben laffen, ] 

Zufatz IL .Was in .diefem und: dem vorigen 
Lehrfatz über die Proportionalität zwifchen Winkeln 
und Bogen. bewielfen worden ift, gilt ebenfalls für 

Kreisausfehnitte. und ihre Bogen, welche (grade Io wie 


Winkel und Bogen von einander abhängen; und auf 
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die der hier geführte Beweis fich ganz übertragen lätst. 
Es verhalten fich alfo auch flets Kreisausfchnitte in demfel- 
ben Kreife oder in zwey gleichen Kreifen , wie ihre Bogen. 


Zufatz TII. Weil die Winkel am Mittelpunkte 
eines Kreifes, (und fo auch die Kreisausichnitte,) mit 
den Bogen worauf fie {tehn (die fie umfpannen) pro- 
portional find, d. h. mit ihnen fo zufammenhängen, 
dafs beyde fich nach einerley Verhältnifs ändern, und 
wenn die eine diefer Gröfsenarten zu oder abnimmt, 
die andre nach gleichem Verhältnifle zu oder ab. 
nimmt; fo find wir berechtigt die eine zum Maafs 
der andern’zu brauchen, Wir wollen deshalb hinfü- 
ro den Bogen AB, worauf ein Winkel am Mittelpunk. 
te ACB (oder ein Kreisausfchnitt) fteht, für das Maafs 
diefes Winkels ACB(oder des Ausfchnitts) nehmen; wo- 
bey man fich aber wohl merken mufs, dafs, wenn 
man verfchiedne Winkel (oder verfchiedne Ausfchnitte) 
durch folche Bogen, als ihr Maafs , vergleichen will, 
die Bogen wie es der Lehrfatz vorausletzt, mit gleichem 
Halbmeffer beichrieben :feyn müfen. 

[Dafs hierbey von keinem unmittelbaren Mellen, 
oder wie unfer Verfafler fich nicht ganz richtig aus- 
drückt, von keinem abfoluten Maafs, die Rede feyn 
kann, verfteht fich von felbft. Das unmittelbare Maafs 
einer Gröfse mufs mit ihr völlig gleichartig feyn, fich 
von ihr in nichts als in der Gröfse, und höchttens noch 
in der Form unterfcheiden , daher Bogen fich nur 
durch Linien, und Winkel nur durch Winkel unmit 
telbar meffen lafen. Wir müffen alfo zum unmittel- 


baren Meflen für die Winkel einen Winkel zur Einheit 
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annehmen, und dazu haben wir fchon den rechten 
Winkel erwählt, auf den wir alle übrige Winkel als 
auf ihr gemeinfchaftliches Maafs , ihre Einheit, be: 
ziehn *, Da aber dieler Lehriatz zeigt, dafs Winkel 
untereinander flets daffelbe Verhältnifs als die dazu 
gehörigen Bogen haben, fo fich aus dem Ver- 
hältnifs_ der Bogen auf das der Winkel fchliefsen, folg- 
lich mittelft der Bogen erfahren, wie oft ein Winkel 
oder ein beflimmter Theil deffelben in dem andern 
Winkeltenthalten ift, daher man mittelf? der Bogen einen 
Winkel mit dem rechten, als dem Maafse aller Winkel, 


vergleichen, folglich mittelbar meen kann*, Und 


von folchem mittelbaren Maafs it hier nur die Rede. ] 


Nehmen wir den rechten Winkel zurEinheit, fo 
mufs jeder Ditze Winkel durch eine Zahl die zwifchen 
o und ı fällt, alfo durch einen ächten Bruch, ein 
ftumpfer Winkel durch einen Bruch der zwifchen r 
und 2 fällt, ausgedrückt werden, ygelches etwas unbe- 
quem feyn würde. [Um die Brüche zu vermeiden 
nimmt man daher in der Ausübung nicht den rechten 
Winkel felbft, fondern den neugzigften Theil defel- 
ben,den man einen Grad nennt, und deflen Sexagelimal- 
Theile (die man nach der Ordnung durch Minuten, Secun. 
den, Lertien bezeichnet) zum unmittelbaren Maafs aller 
Winkel oder zur Winkeleinheit, und vergleicht, om die 
Grölse eines Winkels in Graden, Minuten und Secun- 
den zu erfahren, den Bogen, den ein Winkel umfpannt, 
mit dem neunzigffen Theil des Ouadrantes und deflen Sexa- 
gefimaltheilen. Der neunzigfle Theil des Ouadranten (folg- 
lich der 2ëofe Theil der Kreislinie) wird gleichfalls 
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ein Grad genannt, und dient, fammt feinen Sexage- 
fimaltheilen (Minuten , Secunden, Tertien), allen 
Kreisbogen zum gemeinfchaftlichen Maafs oder zur 
Einheit, da denn jeder Winkel fo viel Grad, Minuten 
und Secunden als fein Bogen enthält, jener Winkelgrade, 
diefer Bogengrade u.f., welches man gehörig unterfchei. 
den mufs. Hierauf beruht der Gebrauch aller Win- 
kelmefler in der Ausübung.] 


[Anmerkungs-r. Den neunzigften Theil des Quadranten 
oder einen Grad findet man dch Probiren ohne Schwierigkeit, 
indem man z., B. erft die Gröfse der Schne, die fich. genau drey- 
mal im Quadranten herumtragen äise, dann die Sehne die fich 
im Drittel fechsmal, und endlich die, die fich im Sechstel des 
Drittels genau fünfmal umhertragen läfst, durch fortgefetzres Pro- 
biren auffucht, Denn da zu gleichen Sehnen gleiche Bogen 
gehören, erhält man auf diefe Art einen Bogen der 3.6.5 d.h, 
ge mal im Quadranten enthalten ift, ftelle alfo den neunzigften 
Theil des Quadranten dar. Auf ähnliche Art läfst fich jeder 
andre willkührliche Theil der Rreislinie finden, der Kreis alfo 
nach Belieben eintheilen, Allein diefes Probiren if ein mechanri- 
ber Verfahren, welches blos für den vorgelegten einzelnen Fall 
den gefuchten Theil gieht; kein Wiffenfchaftliches welches aus 
allgemein gültigen Gründen abgeleitet, auf allgemeine Gültig- 
keit Anfpruch machen könnte, Ein folches vermag, wie wir in 

#30, A, der Folge fehn werden *, die Elementargeometrie nicht aufzuftel. 
len, Für die Eintheilung der Winkelmeifer ilt indefs jenes me. 
chanifche Verfahren völlig "hinreichend , befonders feitdem 
neuere Künftler, (der Herzog von Chaulnes , Bird und Rame, 
den) diefe Eintheilungsmethode durch feharfünnige Erfindungen 
aufserordentlich verfeinert und erleichtert haben. 


Anmerkungz. Ein Winkelmeffer it ein in Grade und 
kleinere Theile eingetheilter Kreis oder Kreisbogen. Bey denen 


die zum Meffen und Auftragen der Winkel in Zeichnungen oder 
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auf dem Papier beffimmit find (Transporteurs) 2 "der Mirtelpunke ` 
der Theilung- durch. eine Osfnung oder eine Spitze genau be- 


ftimmt. Jeden Winkel den man melon, oder an einer Linie 


auftragen will, legt man fo, dafs deffen Spitze im, Mittelpunkt 
fällt, Dann ift er ein Winkel am Mitrelpunkte des eingerheilten 
‚Kreifes, fafst allo fo viel Winkelgrade, als auf demInffrumente‘ 
Bogengrade zwifchen feinen Schenkeln liegen. 


Bey den Wirkelmeffern die zum Meffen auf dem Felde oder 
am Himmel beffimmt find‘), (Theodolite, Scheiveninffrumente, gan- 
ze Kreife -Quadranten etc), drehen -fich! genau im Mittelpunkt 
der Theilung ein oder zwey Linealey4lbidaden) mir Dioptern oder 
mit Ternröhren. Die Winkel der Gefichtslinien nach zwey Ge- 
Senf: änden, auf die man dig Fernröhre richtet, werden folglich 
Winkel am Mittelpunkte diefer eingetheiiten 'Kreife, und alfo 
durch die abgefchnittnen Bogen gemeflen. Hicrbey komm: alfo 
alles, nächit der Güte der Eintheilung, darauf an, dafs die Alhi- 
dade oder das Fernrohr Deh genau um Gen Mittelpunkt» der 
Theilung (oder mit der Theilung concentriich) drehn. „Son find 
die abgefchnittnen Eogen nicht das Maafs der Winkel, 
excentrifch “ wären $. 


e du] Tbo A 


die dann 


[Zufatz IV. In.zwey verfchiednenKreifen, z. D Fig. 47. 
den concentrifeben EFD ed KRG umfpannen gleiche Win- 
kel am Mittelpunkte ECD äbnliche Rreisbogen*, d. h. Bo- "IV,L, 3 
gen ED, KG, die fich auf einerley Ars zum ganzen Une 
fonge verhalten, nemlich wie der Winkel der fie um. 
(nannt zu vier rechten, und die daher eine gleiche Menge 
won Graden enthalten. Hierauf beruht die Meffung der 
Kreisbogen durch Winkelmefjes. ‘Zieht man nemlich rach 
den Endpunkten’ eines’ Bowens DE, die Halbmeffer, 
und legtieinen Winkelmefler in der Ebne des Bogens 
fo dafs fein Mittelpunkt mm den Mittelpunkt C fällt, 


fo werden beyde Bogen coiieentrifch und die Schen- 


SL Ee 


Fig. 69. 


? I, 30, 
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kel CE, CD felneiden ant beyden gleich viel Grade 
ab; daher man die Gradmenge von DE, aus der in 
GK unmittelbar erfieht. 

Zufatz V. Ein Winkel am Mittelpunkte ift recht, 
Bast oder fpitz je nachdem er auf einem Bogen fteht, 
der dem Quadranten gleich, oder gröfser oder kleiner 
als der Quadrant ift. 

Zwey Halbmejjer welche einen Halbkreis umfpannen 
liegen.in grader Linie, «und: die Schenkel eines erhab- 
nen Winkels ACD * umfpannen einen Kreisbogen EFD, 
welcher gröfser als der Halbkreis ift. = Ueberhaupt 
find ein Winkel oder mehrere Winkel zufammen ge- 
nommen„seinem,, zwey oder mehreren rechten Win- 
keln, oder einem ftumpfen oder einen fpitzen Winkel. 
gieich, je nachdem fie zu ihrem Maafs einen Quadran. 
ten, einen Halbkıeis, oder einen Bogen haben, der 
kleiner als einHalbkreis aber gröfser als ein Quadrant, 


oder der kleiner als ein Quadrant ift. ii 


L EHRT SVA TENZ 23. 


‚Jeder einem Kreife, eingefchriebne Winkel: (d. he 
jeder Winkel, am Unfange) hat zu feinem Maajse den 
halben Bogen worauf er-fteht. 

[Wenn der eine Schenkel eines eingefchriebnen. - 
Winkels, AE, durch den Mittelpunkt‘ des .Kreifes C 
geht, fo ziehe man den Halbmefler CB, ` Denn ent- 
fteht ein gleichfchenkliges Dreyeck ACB, wonn die 
Winkel A und B gleich find, und der äufsere Winkel 
BCE=B+A*= 2 A, folglich A = $ BCE ift. 
Nun ift aber BCE ein Winkel am Mittelpunkte, der 
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mit dem eingefchriebenen Winkel BAE über demfelben 
Bogen BE fteht, hat folglich diefen Bogen zu feinem 
Maatse, Alfo bat der Winkel A am Umfange, wovon 
ein Schenkel durch den Mittelpunkt geht, (den halben; 
Bogen BE, worauf er Debt, zu feinem Maafse *. WA) 

Geht Kein Schenkel eines eingeichriebnen Win- 
kels BAD durch den Mittelpunkt, fo'ziehe man durch 
die Spitze des Winkels den Durchmeffer AB, welcher 
mit den’Schenkeln des eingefchriebnen Winkels, AR, 
AD, zwey Winkel am U:nfange ‘BAE, DAE bildet, 
welche’ der Bedingung des erften Falls ‚entiprechen , 
folglich zu ihrem Maafs den halben Bogen haben. auf 
dem fie ftehn.] 3 

Liegt oun der Mittelpunkt, folglich AE, zwi- 
{chen beyden Schenkeln.des gegebnen Winkels BAD, 
{fo ilt diefer Winkel der Summe jener beyden ui kek 
BAE, DAE, gleich, hat folglich:zu feinem:Maafse die, 
Hälfte der Bogen BE -+ ED, d h. die Hälfte, des Bo- 
gens BD worauf er Delt, — Liegt dagegen der Mit- 
telpunkt, folglich auch AE, 'aufserhalb des Theils der 
Ebne den die beyden Schenkel AB, AD’ umfpannen,, 
fo it der gegebne Winkel am Umfange BAD’ dem Un- 
terfchiede ener Winkel. BAR, D'AE gleich*, bat folg- »TE.12%° 
lich zu feinem Maafs die Hälite des Bogen D'8:.— BE, 
d. b, die Hälfte des Bogens BD’ auf welchem er fteht. 

Alfo'hat jeder in dem Kreis eingefchriebne Win- 
kel, oder jeder Winkel am Umfang, zu feinem: Maa- 


{se den halhen Bogen, den er umipannt, 


Zufatz I. Alle Winkel in demfelben Kreisahfehnitt * Fig, 70. 
find gleich, z, B, BAC, BDC, BEC etc. Denn fie tehn” F 7- 


225118 
Fig. 77. 


*“V.E2 
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auf demfelben Kreisbogen BOC, defen Hälfte fie zu 
ihrem Maafse haben. [Eben fo find Winkel in Ab- 
Schnitten gleicher Kreife, welche in beyden über glei- 
che Bogen oder Sehnen ftehn, gleich. — ` Bund umge- 
kehrt in einem Kreife, oder in zwey gleichen Krei- 
fen zwey Winkel am Umfange gleich, fo umfpannen 
fie gleiche Bogen, und ftehn in gleichen- Kreis- 
abfchnitten. 

Daffelbe it bey allen Ähnlichen Abfehnitten verfehied« 
ner Kreife, wie AEB, “ADC der Fall, db bey Ab- 
fchnitten, deren Bogen gleich viel Grade enthalten *. 
Denn dic Ergänzungen ihrer Bogen zum ganzen Um- 
fange ANB, ANC enthalten alsdann auch. gleich ‚viel 
Grade, folglich auch die Winkel in den Abfchnitten, 
E, D, welche durch die Hälfte deier Bogen, auf die 
fie tehni gemeffen werden. ` Die Winkel in ähnlie 
chen Abfehnitten find alfo immer gleich. Und Sind 
amgekehre in verfchiednen Kreifen zwey Winkel am Umfan. 
ge gleich, fo find die Bogen welche fie umfpannen und die 
Abfchnitte in welchen fie flebn ähnlich, (d. h. enthalten 
gleich viel Grade.) 

Zufatz II. Jeder Winkel im Halbkreife if} ein 
Rec'ter, 2, B. der Winkel BAD. Denn zieht man den 
Halbmefler CA, fo erhält man zwey gleichfchenklige 
Dieyecke BCA, ACD, worin die Winkel bey A den 
WinkelnB, D gleich nd, alfo auch ihre Summe BAD 
= B-#D ift. Nun find die drey Winkel PB, D, BAD, 
als Winkel in einem Dreyecke, zufammengenommen 
zwey rechten Winkeln gleich *; alfo ift ihre Hälfte 
BAD einem rechten Winkel gleich. — Auch erhellt 


WE EK E eS: 157 


der Satz unmittelbar daraus, dafs BAD als, Winkel im 
Umfang, derauf den Halbkreis fteht, die Hälfte des 
Halbkreifes, d. h. einen Quadranten zum Maals hat; 


daher er nothwendig ein rechter ift *, 


San 2.5. 


[Folgerung. Sind folglich drey grade Linien AB, Fig» 37 


AC, AD, welche in einem Pantte A zufammenfloj:en 
gleich, and liegen zier) derfelben, Ab und AD, in g 
der Linie, Jo if, wenn man BC, CD zieht, der Winkel 
BCD ein rechter. Denn dann lälst fich um A mit dem 
Halbmefler‘ AB ein Kreis befchreiben, der durch die 
Punkte B, C, D geht *, worin BD Durchnieiler, aiia 
BCD ein Winkel im Halbkreife iñ. 

Halbirt man die Hypotennfe eines rechtreinkligen Dreys 
ecks BCD im Punkte A, und ziehe AC, (oder zieht man 
diefe Linie fo, dafs die Winkel B, BCA oderD, DCA 
gleich werden) {o it AC = AB = AD. 

Errichtet man endlich anf der Grandlinie eines Gleiche 
fehenkligen Dreyecks ABD, in ihrem Eñdpunkte ein Pera 
pendikel CD, fo derchfchneidet diefe den zweyten verlin. 
gerten Schenkel BA fo, dafs AD den Scheukeln AB, AC 
und der Winkel bey D dem Winkel bey O gici wird, Denn 
dann ift A der Mittelpunkt eines Halbkreifes durch 
B, C; D.] d 


Zufatz HI. Jeder Winkel BAC, der in einem Kreis. 
abfehnitt, gröfser als der Hallkreis eingefchrieben iff, 
if ein Ditze Winkel; denn er felt auf einem Bogen 
der kleiner als der Halbkreis ift; hat alfo zu feinem 
Maafs einen kleinern Bogen als den Quadranten *. — 
Jeder Winkel BOC, in einem Kreisabfehnirt der kleiner als 


GFA- 


"7.28 


der Hattkreis ifl, if dagegen ein Pasupfer Winkel. Denn 
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ihn mifst die Hälfte einesBogens, welcher gröfser als 
der Halbkreis ift, a 
" Anmerku ng, Diefe Sätze über die Vergleichung der Win- 
kel, welche in Kreifen eingefchrieben find, mittel der Bogen 
die fie umfpannen, (und-die folgenden Sätze welche fie vervoll- 
ftändigen) gehören zu den fruchtbarlten in der Geometrie. Un- 
mittelbar auf den hier bewiefenen beruhen einige netre Eigenferajten 
jich durchfehneideuder Kreife, wovon ıch die eritere aus Clavius 
Euklid, die übrigen aus Gregor vun St. Vincens Opus Geome- 
tricum enrlchne, 
Fig, 72. 1. Wenn ein Kreis ABC durch den Mittelpunkt Ceines andern 
Kreijes geht, und man zient in ihm den Düurchmejfer der durch 
C geht, CA, fo fehneidet der zweyte Kreis, und der Bogen in ihm, 
von allen graden Linien, die durch den Punkt A gebu, gleiche 
Stücke LM, MN ab. Denn zieht man CM, fo it AMC ein Win- 
sz. 2. kelim Halbkreis , mithin CM fenkrecht auf AN *, und folglich 
* o, wird die Schne LN des zweyten Kreifes im Punkte M halbırt *. 


Ts, TIR 2, Anch wenn zwey gleiche Kreije fich- febneiden, and man 
Fig. 78. befchreibt um ihre gemeinfchaftliche Sehne * BC als Darchmeffer 
"mes, Kreis, Jo wird jede grade Linie welche durch die Punkte B 
oder C geht, worin die Kreife fich fehneiden, z, D. CM, ‘von den 
drey Kreislinien halsirt, Denn jede folche Linie bilder mit der 
Schne BC einen Winkel BCM, welcher in beyden gleichen Krei- 
fen ein Winkel am Umfange ift, und daher gleiche Bogen BF, 
%.z ı. BM umfpannt * Alfo find auch die Sehnen EF, BM gleich *, 
7° und FBM ein gleichfchenklig Dreyeck. Zugleich it BLC als 
e Z. a, Winkel im Halbkreife ein rechter *, folglich BL ein Perpendikel 
auf die Grundlinie diefes gleichfchenkligen Dreyecks, und des- 

GE halb FL = IM *. 


T. UL 3. Durchfchneiden fich zwey Kreife in den Punkten e 
Fig, 76. und man befchreibt um L einen dritten Kreis, der beyde durch. 
fchneidet, fo liegen zwey der Durchfehnittspunkte mit dem Punkte 
I in grader Linie, Denn zicht man HI, HK und LH, LK wel. 


che als Halbimefler des dritten Kreifes gleich find, fo find auch 
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die Winkel LKH LHK, gleich, Jener fteht, als Winkel am Um- 
fang, auf dem Bogen INL = IHL *, daher beyde: Winkel die ‘m 
Halfte diefer Bogen zu ihrem Maafs haben, Der Winkel am Um- 
fang IHL umfpannt. den übrigen Theil des Umfangs. Beyde, 
LHK, LHI haben alfo den halben Umfang zu ihrem Maafßs, find 
alfo rechte Winkel *, und mithin liegen RH, IH in grader 22.2.5, 
Linie *, IE 
4, Wenn man über die Grundlinie BC eines Dreyecks ABC 'P. TI, 
einen Kreis befchreibt, und diefer durchfchneidet die Schenkel des TIE 77e 
Dreyecks , oder ikre Verlängerungen in deu Punkten D, E, and 
man befchreibt ferner durch die Endpunkte eines der Schenkel, AB, 
and den Durchfchnitrepunkt des andern Schenkels mit der Kreis- 
linie, E, einen Sweyten Kreis, und chen fo durch A, C, D, einen 
dritten Kreis; jo eniflehn dadurch ähnliche Kreisabfchnitie über die 
Seiten des Dreyeccks. 
Denn zieht man BE, CD, D find die Winkel LDE, TES 
als Winkel am Umfange die über demfslben Bogen BMC Join 
gleich. Liegr folglich A innerhalb des Kreites über BC, 10 und Fig. 77. 
die Abfchnitte deier Winkel in allen drey Kreifen ähnlich, folz- 
lich BEC, BEA, ADC ähnliche Kreisabfchnitte — Liegt A 
anfserbalö des Kreifes über BC, fo find auch die Nebenwinkel Tig.7z* 
jener, d. h. die Winkel ADC, AEB gleich, umfpannen folglich 
in beyden Kreifen, Bogen AB, AC welche unter fich und mir 
der Ergänzung des Bogens BMC zum ganzen Kreife, d. he mit 
dem Bogen BDEC ähnlich find; daher auch in diefem Fall aie 
Abichnitte über den drey Seiten des Dreyecks ähnlieh find. 
Liegt A anf der Kreislinie über BC, fo fallen die beysen 
Durchfchnittspunkte D, E in einen Berührungspunkt zuism- 
men *, und man muts dann über jedem Schenkel des Dreyecks , So A; 
Kreife, welche den andern Schenkel berühren, befchreiben , um 
den folgenden Lehrfatz gemäfs ähnliche Kreisabfchnitte über alle 
drey Seiten des Dreyccks zu erhalten. 
e, Aus diefen Sätzen folgt umgekehrt, dafs wenn man über 
die drey Seiten eines Dreyecks ahnliche Kreisbogen befchreibt , je 


zwey derfelben fich in einem der Schenkel des Dreyecks oder in diren 
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Verlängerung durchfchneiden müffen. Mittelft deffelben und des 
folgenden Lehrfarzes beweift Gregor von St, Vincens in feinem 


groen Geomerrifchen Werke (Prop, 11. bis 16, und eg bis 64 


Fig. 74. 


de Circulo ) eine Menge netter Eigenfchaften vom Durchfchnitt 
grader Linien, die durch die Spitze des Dreyecks A gehn, mit 
den Bogen der drey ähnlichen Kreisabfchnitte, von degen ich 
hier nur ein Paar anführe, deren Beweis-keine Schwierigkeit hat, 
uns hier aber doch zu weit'abführen würde, 

6. Zieht man von dem Mittelpunkte des einen Kreisabfchnitts 
BDC durch die Mittelpunkte der beyden andern grade Linien, fo 
liegen die Durchfehnitte diefer Linien mit den letatern Kreisbogen 
und die Spitze A des Dreyecks in grader Linie; und daflelbe ift der 
Fall mit den beyden Punkten worin die Tangente, die am Bogen 
des Kreisabfchnitts BEC in den Punkten B und C gezogen wer- 
den, die beyden andern Kreisbogen durchfchneiden, 

7, Zieht man durch die Spitze A eine grade Linie, fo find 
die Stücke derfelben, welche zwifchen der Kreislinie BECM und 
den beyden andern Kyeislinien liegen, allemal gleich, 

$. Wenn ein Kreis, der um den Mittelpunkt des Abfehnitts 
BEC befchrieben wird, den einen der beyden andern Kreife beräbyt 
oder fehneidet, fo berührt oder fehneidet er auch den zweyten, 
und vwar fehneidet er im letztern Fall von beyden ähnliche Bogen 
ab, Und noch ein Paar folche Sätze), die ich übergehn mut. 

` RN U 
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Der Winkel BIE, den eine Tangente IB 

mit einer Sehne IE macht, welche die Tangente im 

Berührungspunkte durchfthneidet; hat zu feinem Maa- 

fse die Hülfte des Bogens INE der von beyden Linien 
eingefchlo/sen wird. 

[2. Umgekehrt muß jede grade Linie IB, iwel- 

che durch den Endpunkt einer Schne IE gegen diefe 

`o Seime 
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Sehne unter einem Winkel gezogen wird, den die 
Hälfte: des von ihnen eingejchlo/snen Bogens INE mijst, 
den Kreis im Punkte I berühren.) 

1. Zieht man nach dem Berührungspunkte I den 
Dürchmefler DI, fo ift erftens DIB ein rechter Win- 
kel*, hat alfo als folcher zu feinem ‚Maals die Hälfte 
eines Halbkreiles *, alfo auch die Hälfte des Bogens 
DEI. Zweytens hat der Winkel DIE als ein Winkel 
am Umfang die Hälite des Bogens DE zu feinem Maa- 
‚Sse *, Folglich hat der Unterfchied beyder Winkel 
DIB und DIE, d. h, der Winkel DIE, zu feinem Maas 
fse die Hälfte des Bogens INE, welchen die Tangente 
IB und die Sehne IE umfpannen. — Auch der Neben- 
wiukel defielben AIE hat daher zu feinem, Maafse die 
Hälfte des Bogens IME, welcher jenen Bogen zum 
ganzen Kreile ergänzt *, 

[2. Ift dagegen IB fo gezogen, dafs der Win- 
kel EIB die Hälfte des von beyden eingefchlofsnen 
Bogens IE zu feinem Maalse hat, fo fey ID der 
Durchmefer der durch den Punkt I geht, Zieht 
man die Senne ED, fo umipannen die Winkel D und 
DIE zufanmengenommen den Halbkreis IED, haben 
alfo als Winkel am Umfange einen Quadranten zu ih- 
rem Maafse *, und find daher zufammengenommen 
einem rechten Winkel gleich, Werden abes, nach 
der Vorausfetzung, die Winkel EIB und D von dem- 
felben Bogen ID gemeflen, fo find fie gleich, opd 
alfo find auch die Winkel BIE, DIE zufammenge. 
nommen einem rechten Winkel gleich. Folglich ife 

L 
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AB ein Perpendikel durch den Endpunkt des Durch- 
meffers„ alfo eine Tangente des Kreilis im Punk- 
TG tel Dé 

[Folgerung, Der Winkel BIE zwifchen einer be- 
sührenden Linie und einer Sehne die durch den Berährunss- 
punkt geht, ifi gleich den Winkeln am Umfang, welche 
ouit ibnen denfelben Bogen IE umfpannın ‘Folglich den 
Winkeln in dem Kreisabfchnitt, der mit der Tangente 
auf entgegengefetzter Seite der Sehne, legt. Denn al- 
le diefe Winkel werden von demfeiben Bogen gemeflen, 
(Es gilt alfo auch hier von der Tangen:e, was von den 
Sehnen bewiefen it) Umgekehrt mufs jede Linie IB, 
welche mit einer Sehne IE an ihrem Endpunkte ei- 
nen Winkel macht, der den Winkeln im entgegenge. 
fetzt liegenden Kreisabfchnitt IME gleich it, den 
Kreis im Punkte I berühren. ] 


Taf. HI. [Zufatz I, Zine grade Linie EG, welche durch 

SE den Punks I gebt, worin zwey Kreife fich beräbren, [ehnei- 
det von beyden Kreifen ähnliche Bogen und ühnli- 
che Kreisabfchnitte.ab. 


Denn da beyde Kreife im Berührungspunkt eine 

SICA, gemeinfchaftliche Tangente AB haben *, io bilder 
die grade Linie EGin beyden Kreifen mit der Tangen- 

te einen gleichen Winkel, Folglich müffen die Bo. 

gen IE, IG, deren Hälften diefe Winkel unferm Lehr. 

fatz zu folge meflen, gleich vielGrade enthalten ‚ oder 
gleiches Verbältnifs zum ganzen Umfang haben, mit- 

siv ps, hin ähnlich feyn *, und daher auch ähnliche Kreisab. 
fchnitte umfpannen.- Berühren die beyden Kreis 

fich innerlich, fo ift GI ein Theil der Sehne IE, und 
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die ähnlichen Kreisbogen liegen auf einerley Seite der 
Linie EGI. Berühren, fie fich dagegen äufierlich, to 
liegen GI, IE auf entgegengefetzten Seiten des Barth- 
rungspunktes, und eben fo die ähnlichen Rreisbogen 
zu entgegengefetzten Seiten der durchfchneidenden Li” 
nie GE. 

In gieichen Kreifen welche fich berühren, werden 
von jeder graden Linie durch den Berührungspunkt, 
gleiche Stücke abgeichnitten *, "7 


Zufatz II, Zieht man durch des Punkt I, worin 
zwey Kreife fich berühren grade Linien, und durch die beya 
den Punkte, worin fie einen jeden diefer Kreife nochmals 
durchfehneiden, die Sehnen DE, FG; fo find diefe Sehnen 
Parallel, Denn da beyde Linien in diefen Kreilen, nach 
Zafatz I. ähnliche Eogen IE, IG und ID, IF ab- 
ichneiden, fo find die Winkel am Umfange, welche 
auf diefenBogen ftehn, D und F, auch E und G 
gleich *, mithin.die Sehnen DE, FG parallel *, und *33.Z,r, 
die Dreyecke IDE, IFG gleichwinklig, ee 

In @leichen Kreifen decken fich diete beyden Drey- 
ecke *. In ihnen find alfo die Sehnen DE, FG über- x zt 
dem noch gleich. Zieht man daher, wenn fich die Krei- 
fe äufserlich berühren, EF, DG, fo find auch diefe Li- 
nien gleich, und DFG ift ein Parallelogramm., In ungleö. 
chen Kreifen ift, wenn IG kleiner als IE ift, auch FG 
kleiner als DE, und dann durchfchneiden fich EF und 
RS 

Zufatz III. Haben umgekehrt zwey Kreife einen 
Punkt I gemein, und we) grade Linien EG, DE darche 

L2 
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fehneiden beyde im Punkte I fo, dafs die Sehnen DE, FG durch 
die Durchfchnittspunkte parallel find ; fo berühren fich beyde 
Kreife im Punkte I. Denn man ziehe durch Lan Kreife 
IDE die Tangente AB, fo ift der Winkel DIA, dem 
e 24. f. Winkel am Umfange E *, mithin auch, wegen des Pa- 
rallelismus der Sehnen DE und FG, dem Winkel G 
sta, A. gleich *. Ht daher, wie in Figur 75; IF ein Theil 
der Linie ID, fo ift der Winkel FGI dem Winkel G 
gleich, d. h, dem Winkel in dem Kreisabfehniite, wel- 
cher mit IA auf entgegengefetzter Seite der Sehne IF 
® 24, f. liegt, und daher berührt IA den Kreis IFG*, — Liegt 
IF in der Verlängerung von ID, wie in Fig. 75 *, fo 
find FIB, DlAScheitelwinkel , folglich iftauch Ein 
gleich G, und allo auch in diefem Fall IB eine Tan- 
vente am Kreife IGF. — In beyden Fällen haben alfo 
die Kreife eine gemeinfchaftliche Tangente AIB, daher 

216, Ga, De fich in beyden Fällen im Punkte I berühren *. 
Taf IIL Zufatz IV, Wenn zwey gleiche Kreije lich im 
8.76. Punkte I.durchfchneiden, fo ift ihr krammliniger Winkel 
MIHd. b. der Winkel ihrer Tangenten im Berührnngs- 
"us, punkte Į *, dem Winkel gleich, welchen die Tangente 
IB, mit einer ihr gleichen SehnelDdes zweyten Krei- 
des macht, Denn das Maafs des Winkels der beyden 
Tangenten IA, IB ift, weil IB zugleich eine Sehne 
des erften Kreifes ift, der halbe Bogen IMB. Das 
Maafs des Winkels BID ift eben fo der halbe Bogen 
IHD. Die Bogen IMB, IHD find aber als Bogen glei- 
cher Kreife, die zu gleichen Schnen IB, ID gehören, 

e 7, gleich *, alfo auch die Winkel DI}, BIA.| 

Anmerkung. Den erften diefer Zufätze entlehne ich au 
Pappus B, A. S. 9, wo er mit unnöthiger Weitläufigkeit bewie- 
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fen wird; die beyden folgenden aus Pappus B. 7., wo fie das "re 
ote und ute Lemma aus Apollonins Werk von den Berührungen 
ausmachen, und den letzten Zufatz aus Kraft und Vietas Opp, ` 
p: 382» d. U. 


LEHursarz 25] 


1. Der Winkel AOD, unter welchem zwey Sch- Fig. 7% 
sen AB, DE eines Kreijes fich durchjchneiden, hat 
zu feinem Maafs die halbe Summe der Bogen, welche 
fiine Schenkel umjpannen AD + BE. 
2 2 


2. Der Winkel, unter welchem zwey verlängerte 
Sehnen AO, BO, oder eine verlängerte Sehne AO 
und eine Tangente GO fich durchfchneiden, haben zu 
ihrem Maajse den halben Unterfchied der Bogen, wel- 
che ihre Schenkel üumjpannen AD’ — BE' oder 


AG — GB. 2 


EN 


3. Der Winkel PO OG unter welchem zwey Tan- 
genten eines Kreifes. FO GO fich durch/chneiden, bat 
zu feinem Maajse die Ergänzung des Bogens, welchen 
beyde Tangenten umfpannen, zum Halbkreife, oder 
Halbkr. — FG. 
1. Durchfchneiden fich die beyden Sehnen AB, 
DE felbft in einen Punkte O, fo entfteht, wenn man 
BD zieht, ein Dreyeck OBD, worin der Winkel am 
Durchfchnitt AOD der äufsere Winkel, mithin AOD 
— B-+Dift* Diefer Winkel hat alfo zu feinem» ı, 30 
Maafse die Summe des Maafses der Winkel B und D, 
folglich die Bogen AD-+BE *. * 23. 
2 
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2. Durchfchneiden fich dagegen die Verlängerun- 
gen zweyer Sehnen, und man'ziehtiBD, fo entfteht 
Dreyeck D’O’B, worin der Winkel am Durchfehnitts- 
punkt OÖ’ ein innerer, und !mithin D'O'B = D’BA— D' ift, 
Diefer Winkel hatalfo zu feinem Maalse den halben Un- 
terfchied der Bogen AD’, BE’ oder AD'— BE, 

Daffeibe ift der Fall wenn die Tangente‘GO’ und 
eine Sehne AB fich in einem andern Punkte als im Be- 
rührungspunkte durchfchneiden, Denn auch dann. 
entfteht, wenn man DC zieht, ein DreyeckBGO', wo- 
rin der Winkel am Durchfchnitt ein innerer, und O’ 
= ABG — G ift, folglich zu feinem Maafse die Bo- 
gen AG—GB hat. 


mm 
- 


3. Durchfchneiden fich endlich zwey Tangenten 
GO’, FO’, und man zieht nach den Berührungspunk- 
ten die Halbmefler CG, CF, fo entfteht ein Viereck 
CFO’G, welches zwey rechte,Winkel F, G hat, und 
worin der dritte Winkel C als ein Winkel am Mittel- 
punkte durch den Bogen FG, welchen beyde Tangen- 
ten umfpannen, gemeflen wird. Der vierte Winkel 
FO’G hat folglich zu feinem Maafs den Halbkreis we- 
niger diefen Bogen, den die Tangenten, als Schen- 

* I, 32.kel, umfpannen *, 

Folgerung y. Unter Winkeln, welche auf dem- 
fe!ben Kreisbogen nach der hohlen Seite des Bogens zu Gei, 
ift der Winkel, defen Spitze im Umfange liegt, gröfser 
als jeder deffen Spitze aufserhalb der Kreislinie fällt, dage- 
gen kleiner als jeder Winkel ek) Spitze innerhalb der 
Kreislimie liegts 
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Folwerung 2. Grade Linien welche von den Eed. I. 
punkten gleicher Bogen eines Kreifes AB, EF etc, durch die W Oha 
Endpunkte eines andern Bogens CD gezogen find, und ent- 
weder alle im Rreife oder alle aufser dem Kreife zujam- 
mentrejjen, durch/chneiden fch unter gleichen WinkelnO, 2, 
etc, Denn fie haben alle zu ihrem Maafse im erften Fall 
die Summe, im letztern den Unteifchied gleicher Do: 
gen, AB, EF etc. und des Bogens CD, 


Folgerung 3. Der Winkel O unter welchem zwey, T, MI; 
Tangenten fich durchfehneiden, ift das Doppelte des Win. Vë: 
kels GKH, welchen die Linie zwifcben den Berührungspunkten 
mit dem Durchmeffer durch den Berührungspunkt. K bildet. 

Denn GKH hat als Winkel am Umfange zu feinem 
Maalse die Hälfte des Bogens HG, welcher (nach 3) 
den Winkel O mißst. 

Zufatz I. Zieht man durch den zweyten Endpunkt 
dief?s Durchmeffers und durch den zweytenBerührungspunke 
eine grade Linie HG, fo durchfchneider diefe die Tangente 
KO in ihrer Verlängerung fo dafs die Winkel I und GKH, 
und die Linien OI, OG, OK, gleich find. Denn KGH "` 
ift als Winkel im Halbkreife ein rechter *; alfo (elt, Z,s; 
Gi auf der Grundlinie eines gleichfchenkligen Drey- 
ecks KGO in deren Endpunkt fenkrecht, und durch- 
fchneidet daher den gegenüberliegenden Schenkel im: 
Punkt I, fo dafs Ol = OG = OK und T =G ift * "372.2. 

Zufatz II. Befchreibt man om en gegebenes pig, ra 
Dreyeck ABC einen Kreis, ferner um eine der Seiten te 78%. 
z.B. um BC mit gleichem Halbmeffer einen Zweeten 
Kreis, und fällt dann von dem gegenüberftehenden 
Winkelpunkte A ein Perpendikel auf BC, welches die 
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Kreife und diefe Linie in den Punkten D, E, F 
durchfchneidet;, fo flehn die graden Linien welche man aus 
den beyden andern Winkelpunkten B, C durch den Punkt D 
Siche, ebenfalls auf die gegenüber flehenden Seiten der Drey- 
ecks fenkrecht, 

Denn weil die Kreife gleich find, fo gehören er- 
Den zu der gemeinfchaftlichen Sehne gleiche Bogen 

* 7. BDC, BFC*, und diefe halbirt beyde die grade Linie 

dorch die Mittelyunkte der Kreife, wilche zugleich 

¥ 20. auf BCtenkrecht fteht *. Mit deier Linie läuft das 

v Lat, Perpendikel,DF parallel *, daher die Bogen zwifchen 

"13.2.3. beyden *,undalfo auch die Bogen BD, BF, und DC, 

CF gleich find, Zweyrens it der Winkel BCH, defen 

Spitze im Durchichnittspunkte beyder Kreife liegt, 

in beyden ein Winkel am Umfange, mufs alfo in’bey- 

"23.2.1. den gleiche Bogen BD, BH,umfpannen *, fo. das alfo 
Bog. BD.= Bog. BF = Bog. BH, 

Nun her der rechte Winkel bey E zu feinem 

Maalse die Hälfte der Bogen AC A BF, und. der Win- 

"oi keibey @die Hälfte der Bogen ACHBH *, (in Fir7g* VC 
+ BD = AC- BH), Beyde Winkel find alfo gleich, da 
dieBogenBF, BH und mithin dieBogen, welche beyde 
Winkel meflen gleich find. Alfo it Gfo gut wieE, und 
aus denfelben Gründen auch I ein rechter Winkel, 

Da aus-einem Punkte auf eine grade Linie nur ein 
einziges Perpendikel möglich-ift, fo durchfehneiden 
fich Jelglicb die Perpendikel „welche aus den Mittelpunkten 
eines Dreyecks ABC. anf- die gegenüber lebenden Seiten ge, 
füllt werden ‚allemal in. Einem Punkte D Und zwar 
Debt deier Punkt D mit jedem der Punkte P, H. K, 


DER KREIS 169 


(worin die Perpendikel,: die aus den Winkelpunkten 
auf die gegenüberftehenden Seiten gefällt werden, ei- 
nen Kreis der um das Dreyeck befchrieben "VE dorch- 
fchneiden) von: den Seiten des Dreyecks gleich weit ab, 
fo dafs DE =EF, DG = GH und Di = IR ifty (wie 
daraus erhellt; weil die Dreyecke DBF, DBH; DCK 
gleichfchenklig* und BE, BG, ClPerpendikel' auf ihre 
Grundlinien find %, Eine artige Eigenfchaft des Drey- "17.62. 
ecks, welche man mit der 'in Lehrfatz ro Folgerung 

2 vergleiche, l 


e — 


Anmerkung. Auf den erteni Theil diefes \Lehrfarzes 
gründet fich eine Methode Scheibeninffrumente oder ganze Kreife 
zu prüfen , ob fie auch nicht an dem ‚Fehler der Excentricitat lei- 
den *, und, gefetzt dies wäre der Fall, doch mit folchen fehler” Y22,A2. 
haften Inftrumenten richtig zu mellen, ` Dreht fich nemlich die” 
Alhidade oder das Fernrohr nicht um den Mittelpunkt der Thei- 
lung, fo find de Winkel, welche abgefchnitten werden, keine 
Winkel am Mittelpunkte, fondern excentrifche, wie O in Fig. 79. 
Folglich werden in folchen Inftrumenten von den entgegengeferze. 
liegenden’ Endpunkten der Albidade ungleiche Bogen. abge- 
fchnitten; und fo oft das der Fall i£, leidet das Initrument am, 
Fehler der Excentricität. Und dann werden, dem erften Theil 
dieles Lehrfatzes zu folge, die Winkel durch die halbe Summe 
der beyden abgefchniltenen Bogen, die einander gegenüber liegen, 
gemeflen, ' 

Die bevden letzten Folgerungen und die beyden Zufätze 
entlehne ich. aus Gregor won St. Vincenz Satz 7, 50, st und 53} 
de Circulo y wore aber aus andern Gründen, und nicht fo kurz 
bewicfen, werden, DA NAH d. U 


LEuRrsarz 26.] 
Die Spitzen. aller gleichen Winkel , welche über Fig. 70. 
derfelbe graden Linie BC Hehe, liegen üisgefauunt in 
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einer Kreislinie, die durch’ die, Endpunkterdiefer gra- 
Ach Limeb, C geht. 
Man ziehe durch B, C und de Spitze A eines 
" io giefer-Wirikel eine Kreislinie *. Gefetzt run, es fielen 
nicht alle Spitzen der andern Winkel in! diefe Kreisli- 
nie, fondera wie e oder B, fo könnten der Winkel 
* Folg. e, P nach.dem vorigen Lehrfatz * nicht‘ dem Winkel 
A gleich Leen, fondern B wäre grölser, 1x kleiner als 
A, gegen die: Vorausfetzung. Foig licii. find alle fol- 
che Winkel in demfelben Kreisabichnitt über der ge- 
“EJ gebenen! Linie) BG befindlich* p "welchen zu bilden 
Aufg. 16 lehrt. ' 
Folgerung 1. Ueber derfelben graden Linie fi nd al- 
fo auf einerley Seite nicht zwey verfchiedene Kreisabftbnitte 
möglich, welche denfelben Winkel fafsten, folglich nicht 
»]V.E.2. zwey verfchiedene ähnliche Kreisabfehnitte*;, und ähnli- 
che Abfchnitte über gleichenLinien decken fich und 
find gteich (Euklid DL. 23. 24.) 
Folgerung 2. Der Begen des Kreisabfehnitts über 
BC, welcher den Winkel A fafst, ift der geometrifche Ort 
für die Spitze aller Dreyecke, die über derfelben Grund- 
linie BC ffehn , und in welchen diefer Grundlinie 
*LE.ar. ein gleicher Winkel A gegenüberfteht *, Oder 
er iQ der geometrifche Ort für de Aufgabe, aus zıwey 
gegebenen Punkten B, C>zwey grade Linien zu ziehn, die 
fich unter. einem Be Winkel A durchfebneiden. Jeder 
Punkt im Kreisbogen BAC thut diefer Aufgabe genü- 
ge, und keiner der ere die aufserhalb deflelben 


* 25. f liegen *. 
Anmerkung, Diefs lezte Folgerung ift im eriten Buch 
von Apollongıs ebnen Oertern der zweyte Satz, ‚und wird dort 
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nach der deutfchen Ueberfetzung folgendermafsen ausgedrückt? 
„ Wenn zwey grade Linien, die einen Winkel von gegebner 
Gröfse einfchliefsen, durch zwey gegebne Punkte gchn, fo liegt ` 
der Durchfchnittspunkt diefer Linien auf einem der Lage nach 
gegebnen Kreisumfang, oder auch: fo berührt ihr Durchfehnitts- 
punkt die hohle Seite. eines der Lage nach gegebnen Kreifcs”z 
in welchem lerztren Ausdruck der Begriff des Berührens unrich- 
tig gebraucht wird. Uebrigens fehlt auch diefer wichtige Lehr- 
fatz famme den folgenden Zutätzen bey Le Gendre. 


Zufatz I. Wena ein rechtwinkliges Dreyeck ABD Fig, et, 
sit einem andern rechtwinkligen EBD eine gleiche Flypo- 
tennfe hat, die eine Kathete AB aber kleiner als die Kathete 
EB des andern Dreyecks ifl, fo ift dagegen die zweyte Ka- 
thete AD des erftern gröfser als die Kathete ED des zweyren 
Dreyecks; und nıngekebrt. Denn legt man die Hypote- 
nufen aufeinander, fo fallen dieSpitzen, unfermLehr- 
fatz zu folge, in einen Halbkreis *, und die Kathe- CH) 
ten jedes diefer rechtwinkligen Dreyecke werden Seh- 
nen, deren Bogen dich zum Halbkreife ergänzen, Nun 
gehört zur kleinen Sehne der kleinere Bogen *, mit- % e, 
hin die gröfsere Ergänzung zum Halbkreife, und alfo 
auch eine gröfsere Sehne der Ergänzung, d i, eine 
gröfsere zweyte Kathete; und ift AB < EB fo ift noth- 
wendig AD. EI, 


Zufatz II. Daflelbe gilt aus den nemlichen Fig. 76, 
Gründen, für alle Dreyecke , welche gleiche Grundlinie 
und gleiche Winkel an der Spitze haben, und man kann 
daher diefen Satz allgemein fo ausdrücken : fiad in 
zwey Dreyecken ABU, DBC, eine Seite BC und der ihr ge- 
genüßerfiebehde” Winkel A, D in beyden gleich, hingegen 
ein Schenkel ungleich AB < DB, d ift der zweyte Schenkel 
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in dem Dreyecke gröfser, in welchem der evfltere Schenkel 
der kleinere war, AC > DC; ein Satz, dem in der An. 
merkung zu Lehrfätz 10 des erften Buchs analog, 
Datt deffen man fich gewöhnlich mit dem vorigen 
Satz, als Folgerung aus dem Pythagoreifchen Lehrfatz 
begnügt? “Auch der folgende intreflante Satz fehlt in 
ünfern Lehrbegriffen, obgleich er fchon in einem Wer- 
ke eines alten Griechen Serenus de fectione eylindri, 
. Satz46 und47, vorkommt. 
T. I. Zufatz IIl. JH ADEB em beliebiger Kreisahb- 
al fehnitt , undıD ein Punkt in der Mitte des Kreisbogens , fo 
ift die Summe der beyden Schenkel jedes Winkels im Kreisab- 
jebnitt „2. B. des Winkels AEB, gleich der Sehne. AG, wel. 
che durch Verlängerung des einen feiner Schenkel in dem 
Kreife entfleht, der um D als Mittelpunkt, mit dem Halb- 
meffer DA, befchrieben iff. Denn man verlängere AD 
bis F; und ziehe FBE, GB, fo entftehn dadurch zwey 
Dreyecke FDB, GEB, wovon das erftere gleichfchenk- 
"E2. œ lig uk Nun find erftens die Winkel ADB, AEB 
"33. 2,1. als Winkel in demfelben Kreisabfchnitt *, folglich 
auch ihre Nebenwinkel FDB, GEB gleich. Zweytens 
find die Winkel F und G gleich, als Winkel am Um- 
fange des gröfsern Kreifes, welche beyde über dem 
Bogen AB ftelin. Mithin find in den Dreyecken zwey 
Winkel des einen, denen des andern, alfo auch die 
Sat dritten Winkel DBF , EBG untereinander gleich *, 
Nun aber find in dem gleichfchenkligen Dreyeck FDB 
die Winkel bey FundBgleich; folglich find auch im 
Dreyeck GEB die Winkelbey G und B, mithin auch . 
die Schenkel EG, EB gleich. Es ift alfo AE -+ EB 
= AE + EG = AG, 
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Folgerung re Unter allen Sehnen des gröfsern 
Kreifes, ift dieswelche durch den Mittelpunkt D geht, 
d.h. der Durchmefler, die grölste*. Die übrigen wer- * € 
den immer kleiner, je weiter fie vom Mittelpunkte 
abftehn, oder je gröfser der Bogen FG, (mithin auch 
DE oder der Winkel DAE) wird*. Folglich ift die = g, 
Summe der beydem Schenkel eines Winkels in einem 
Kreisabfchnitt, bey dem Winkel, deffen Spitze in D 
liegt, die gröfte, und wird immer kleiner, je weiter 
die Spitze vom Punkte Dab, und je näher fie bey der 
Sehne AB liegt. 

Unter allen Dreyecken über derfelben Grundlinie und mit 
demfelben Winkel un der Spitze, AN folglich im gleichjchenk- 
ligen die Summe der beyden andern Seiten am gröfsten. 
Auch if das gleichichenklige Dreyeck auf einerley 
Seite der Linie AB nur auf eine Art, jedes der andern 
doppelt vorhanden. 


Folgerung 2. Aus denfelben Gründen, weraus 
wir bewielen haben, dafs AG = AE + EB ift, folgt 
_ dafs auch BH = BE + EA, folglich AG = BH und 
AE = EH if. Mithin um{pannen zwey folche verlän- 
gerte Schenkel einen Bogen und eine Sehne GH, wel- 
che dem Bogen und der Sehne AB gleich find; je zwey 
folglich gleiche Bogen und gleiche Schnen. 


EL EH R SAT "ga 
1. In jedem Viereck, welches in einem Kreif Fig, so, 
eingefchrieben ijt, find die gegenüberflehenden Winkel 
zujamanengenommen ziwey rechten Winkeln gleich, 
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[2. Umgekehrt läfst fich um ein Viereck, worin 
die Summe der gegenüberfichenden Winkel zıwey 
rechten gleich ift, allemal ein Kreis um/fchreiben. ] 

1. Ift das Viereck ABCD in einem Kreife einge- 
fchrieben , fo umfpannen je zwey der gegenüberfte- 
henden Winkel die ganze Kreislinie, haben alfo, als 


Winkel am Umfange, zufammengenommen die halbe 


, Kreislinie zu ihrem Maafs *, und betragen allo zwe 
, y 


rechte Winkel *. 


[ 2. Liefse fich umgekehrt um ein Viereck, deffen 
gegenüberftehende Winkel A 2 C zufammengenom- 
men zwey rechten „Winkeln gleich find, kein Kreis 
befchreiben, fo würde der durch die Eckpunkte A, 
B, D befchriebene Kreis * nicht durch den vierten Eck- 
punkt C gehn, fondern diefer mülste innerhalb oder 
aufserhalb der Kreislinie fallen. Dann würde aber der 
Winkel C gröfser oder kleiner feyn, als ein Winkel 
Gam Umfange, der mit ihm über dem Bogen DAB 
fteht *, und da dann diefer letztere Winkel mit dem 
Winkel A zwey rechten gleich wäre, fo mülste 
A + C gröfser oder kleiner als zwey rechte Winkel 
feyn, welches der Vorausfetzung widerfpricht, 1 


[Folgerung i. Hier hat man alfo die Bedingung 
unter der fich durch vier gegebne Punkte ein Kreis bejchrei. 
ben läfst. Diefe Bedingung wird hier durch die Win- 
kel gegeben, In B. 3. Lehrfätz 18 wird fie durch Li- 
neargröfsen angedeutet, 


Auch fieht man hieraus dafs fich kein fèhiefwinkliges 
Parallelogramm ia einen Kreis einfchreiben, oder ein Kreis 
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fich demfelben umfchreiben Arte, Diefes it nur bey Recht- 
ecken, oder bey einem Trapez oder Trapezoid mög- 
lich, Um jedes Rechteck läfst fich aber ein Kreis be- 
Sehreiben. 


Folgerung 2. Verlängert man eine der Selten 
eines Vierecks, welches einem Kreife eingefchrieben 
ift, fo ift der äuisere Winkel EAD eis dem innern 
gegenüberitehenden C gleich. 


Anmerküng. Laufen zwey Seiten eines Vierecks, welches 
dem Kreife eingefchrieben ilt, parallel, fo fchneiden fie zwar 
gleiche Bogen ab *, daher auch die beyden andern Seiten, als + 1} 
Sehnen gleicher Bogen, gleich find; deshalb braucht aber das 
Viereck kein Parallelogramm zu feyn, Denn aus dem Parallelis- 
mus zweyer, und die Gleichheit der beyden ‘andern Seiten folgt 
nicht, dafs die parallelen Seiten auch gleich, und die gleichen 
_ auch parallel feyn müfsten. — Die Art ein Dreyeck einem gegen, 
benen Kreife einzufchreiben oder zu umfchreiben, und umgekehrt 
einen Kreis in ein gegebnes Dreyeck einzufchreiben, lehrt Aufg, 
17 und sg. Von der Einfchreibung der ordentlichen Vielecke 
in den Kreis, werden wir im fünften Buche handeln, auch in 
den beyden folgenden Büchern die Lehre vom Kreite noch be- 
trächtlich erweitern, 


[LE HRSATZ 28] 


Wenn man auf der Sehne eines Kreisabfthnitts T. m, 
AEB ein Perpendikel ED errichtet, und nimmt auf Fig, 33, 
der andern Seite des Perpendikeis im Bogen einen 
Punkt G, und in der Sehne oder deren Verlängerung 
einen Punkt F, wovon jener von E, ‚diefer von D, eben. 
fo weit als dieje letztern Punkte Jelbft vom Punkte B 
abfiehnz; fo find @ und F vom andern Endpunkte A 
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der Schne gleich weit entfernt; oder wenn EG = EB 
und DE = DB if, foijl immer AG = AF, 
If das Perpendikel weniger als um den Halöınefler 
vom Punkte B entfernt, fo ect Fin der Sehne, und 
G im Bogen des Kreisabichnitts. Ziehe EB, EF, GF, 
{fo it, weil nach der Conftruction ED in der Mitte von 
FB fenkrecht auflteht, und de Bogen EB und EG gleich 
sol, find, EB = ER = EG *, mithin der Winkel B = 
et 12: EFB und EFG = EGF *, 
Nun aber it ABEG ein im Kreife eingefchriebnes 
* 27, Viereck, folglich find die Winkel B + EGA = 2 Rf, 
alio auch EFB + EGA = a R. Als Nebenwinkel find 
auch EFB -p EFA = 2 R, folglich id EGA = EFA, 
und zieht man vən diefen gleichen Winkeln die glei- 
chen FGE = EEG ab, auch AGF = AFG. Folglich 
it das Dreyeck AGF gleichfchenklig, und AG = AF, 
Figg% 2. EBD grölser als der Häilbmefler, fo fällt F’ in 
die Verlängerung der Sehne über A hinaus, und CG in 
dem Bogen, welcher den Bogen des Kreisabichnitts 
zum ganzen Rreife ergänzt. Zieht man EB, EE und 
EG’ fo find aus den nemlichen Gründen wie vorhin 
BEF’und FEG gleichfehenklige Dreyecke, mithin die 
Winkel an ihren Grundlinien gleich, EFG = EGE 
und EFB = EBF Ueberdem find, als Winkel am 
Unfange, weiche auf gleichen Bogen Itehn, EGA = 
EBF’ mithin auch EFB = EG’A, und zieht man diefe 
gleichen Winkel von den erftern gleichen ab, EF’G’ 
—— EEB = EGF--EG’A das heist AFG = AGF, 
Das Dreyeck AG’F ift alfo auch in diefem Fall gleich. 


fchenklig, und AG’ = AF, 
Anitierk. 
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Anmerkung, Der erfte Fall diefes eleganten Satzes ift das 
dritte Lemma in Archimeds Werk über dieKugel und den Cylin- 
der, Auch war der Fall deffelben , wenn ABC ein Halbkreis ift, 
dem Altronomen Ptolemäus zur Berechnung des Canons der Seh- 
nen unentbehrlich. Den zweyten Fall füge ich hinzu.. Auch 
folgenden nicht unbrauchbaren Lehrfatz, den ich eben fo wenig 
in einem der benutzten Werke finde, 
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Wenn eine grade Linie DE die Sehne eines Kreis- T. mt. 
abfehnitts ABD unter einem Winkel AFD, welcher den Fig. 83. 
Winkeln im Abfchnitt gleich it, durchfchneider, fo 
elt der Durchmeffer, welcher durch den Punkt A 
geht, auf der durch/chneidenden Linie DE fenkrecht, 
und die Durch/chnittspunkte D, E find vom Punkte 
A gleich weit entfernt. 


Denn zieht man AD, DB, AE, EB, fo ift der 
Vorausfetzung gemäfs der Winkel AFD gleich dem 
Winkel ADB, und zweytens auch, als äufserer Winkel 
im Dreyeck AEF, den Winkeln AEF + FAE, Folg- 
lich ift der Winkel ADB, å. h. ADF + FDB gleich 
AEF + FAE, und da FDB und FAE gleich find, in- 
dem beyde auf dem Bogen ER ftehn, fo find auch 
ADF, AEF gleich, alfo auch die Sehnen und die Bo. 
gen AE, AD; weshalb der Durchmefler AG die Linie 


DE halbirt und auf ihr fenkrecht fteht *. “117.62 


Folgerung. Der Durchmeffer der durch den Punkt 

A geht, Debt auch auf allen graden Linien, HG, KI fenk- 

echt, welche die Verlängerung der Sehne unter einem Win- 
M 


P 
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kel, der dem Winkel des Abfthnitts gleich if, durch filni- 
den. Denn alle diefe Linien laufen mit der Sehne DE 

*],25.{2 parallel $. Nur durchfchneiden fie weiterhin nicht 
mehr den Kreis, 
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Fig. Gi Trägt man auf die Verlängerung einer Sehne 
AB, den Halbınefjer des Kreifes von B nach O auf, 
Jo Jehneiden die Sehne und der Durchmefier des, Krei- 
Jis, der verlängert durch O geht, von der Kreislinie 
zwey Bogen AD, BE ab, wovon jener das Dreyfa- 
che diejes ift, oder Bog. AD, = 3.Bog. BE, 


Denn zieht man die rn Or CB, CA, fo find 
die Dreyecke OBC und BCA gleichfchenklig, folglich 
"LG find die Winkel O, OCB, fo auch A, B gleich *. 
Alfo find als äufsere Winkel B. = 20 und DCA = 
B-+O= 30.. Mithin if auch DCA = 3E'CB, und 

* zs alfo Bog. AD = 3. Bog, BE’ * 


Zufatz 1, Verlängert man die Schenkel des 
Winkels O, und fchneidet auf diefeibe Art auf beyden 
Schenkeln mit dem Halbmefler OB abwechfelnd Punk- 
te K, F, Gete ab, und zieht de Linien AE, EF, 
FG;. fo bilden je zwey derfelben, die in demfelben 
Punkte zufammenftofsen, ein gleichfchenkliges Drey- 
eck, worin die-Winkelan der Grundlinie gleich find, 
DCA = DEA , EAF = EFA, FEG = FGE etc, Mit- 
hin find, als äufsere Winkel, EAF = DEA + O — 
DCA + 0O = 40; FEG = EFA -+ O = EAF + O 
= 50 etc., fo dafs die gleichen Linien, welche zwijchen 
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den Schenkeln des Winkels O eingefehrieben find, die Schena 
kel abwwechfelnd: unter Winkeln durchfchneiden, welche der 
Ordnung nach alle ganze V ielfache des Winkels O dar Bellen 
ein elegantes Theorem , worauf Newton die Formel für 


die Sinus und Cofinus vieliacher Winkel gründet, 


Anmerkung, Der Lchrfürz rührt von ‘Archimed her, 
und ilt fein gres Lemma von der Kusel und dem Cylinder; der 
ihn erweiternde Zufatz von Newton. Mitrelft deflelben könnte 
man einen jeden gegebnen Winkel oder Kreisvogen in drey gleiche 
Theile theilen, wäre es nur möglich eine Sehne und einen Durch- 
mefler fo zu ziehn, dafs fie der Bedingung des Lehrfarzes genü- 
ge thun, d. h. dafs fie fich verlängert fo durchfchneiden , dafs die 
Verlängerung der Sehne dem Hlalbmeffer gleich if. Allein blofs 
durch Hülfe der graden Linie und des Kreifes lift diefes fich 
nicht wiffenfchaftlich, fondern nur mechanifch , durch Probiren 
oder durch Inftrumenre bewerkfielligen *, Wie man auch die 22.2,5, 
Sache angreift, fo wird man durch jenes Problem wieder auf A, I 
das zurückgeworfen, einen Winkel oder Bogen in drey gleiche 
Theile zu theilen. 

Auf jene für die Elementargeometrie gleich unauflösliche 
Aufgabe, führen Vieta in feinem Supplementum Geometrige Satz 
9, und Newton in feiner Arithmetica Univerjali die Frage nach 
der Theilung eines Winkels in drey gleiche Theile zurück, und 
ein Jefuit Thomas Ceva gründer darauf folgendes Infrument, 
welches diefes bewerkftelligen foll. Zwey Lineale, welche fich 
um den Punkt O drehen, find durch vier andre Lineale AC, Tig,g4* 
CD, CE, CB, welche fich insgefammt um ihre "beyden End- 
punkte drehen, und mir den Stücken OE, OB gleiche Länge 
haben, verbunden. Man öfner das Inftrument fo dafs ACD dera 
gegebnen Winkel gleich ilt, fo wird O der dritte Theil diefes 
Winkels feyn, (Acta Erudit. A. 1695. p. 291). Verbinder man mit 
diefen noch mehrere gleiche Lineale auf !diefelbe Art, fo erhält 
man ein Inftrument, womit fch auch der vierte, der fünfte Theil 
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u. f. f. eines Winkels, Newtons Satz zu folge, finden läfst, der- 
gleichen der Marquis von Hospital in feinem Tractatus de fectioni- 
bus concis I. 10, pr. 6. befchreibt. Tiefe Infirumente find aber 
mehr ein Spielwerk als von wahrem Nürzen, indem man einen 
beftimmten Theil eines Winkels oder Bogens mit viel gröfserer 
Genauigkeit mittelft der Sehnen, entweder durch Probiren, oder 
aus den Sehnentafeln findet. 


Zufatz Il. Wenn durch den einen Endpunkt eines 
gegebnen Kreisbogens AB ein Durchme[fer BI, und auf diee 
fen fenkrecht der Halbmeffer CD gezogen 0, und diefer 
Schneider von einer Sehne AF; die durch den andern Enda 
punkt des Bogens geht, ein Stück EF dem Halbmefler des 

Fig. 85 Kreifes gleich ab; fo ift der Bogen FI der dritte Theil des 
gegebnen Bogens AB, oder Bog. Ab = 3, Bog. FI 


Man ziehe den Durchmefier GH parallel mit der 
* H Sehne AF, fo find erftens die Bogen AG, FH gleich *, 
und zmweytens find auch die Stücke diefer Parallelen CH, 
EF gleich, indem EF nach der Vorausfetzung dem 
Halbmefler gleich feyn foll, Zieht man daher HF, fo 
* 1,56. ift CEFH ein Parallelogramm *, und die Sehne HF 
läuft mit CE parallel, wird folglich, da Ci auf CD 
fenkrecht Debt, gleichfalls vom Halbmefler CI fenk- 
Y.a5.£ı recht durchfehnitten *, und daher der Bogen HF im 
* 9. Punkte I halbirt * Nun aber find die Bogen HI, BG 
als Maafs gleicher Winkel gleich, und der Bogen GA 
= HF za HL Folglich it BG = } BA und alfo 
auch Bog. AB = 3 Bog. FI. Halbirt man daher noch 
*Aufg.ş den Bogen GA im Punkte K*, fo ift der Bogen AB, 
und mithin auch der Winkel der ihn umfpannt, in 

drey gleiche Theile getheilt. 
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Anmerkung 2. Alfo auch anf dies Art liefse fich ein ge- 
gebmer Bogen AB oder ein gegebner Winkel ACB in drey gleiche 
Theile theilen, wäre es nur möglich auf eine wiffenfchaftliche Art 
die Sehne AF fo zu ziehn, dafs das abgefchnittne Stück derfel- 
ben EF dem Halbmeiler gleich fey; ein Problem worauf fchon 
Campanus von Novare, der erltc Commentator Euklids zur Zeit 
der Wiederherftellung der Wiffenfchaften,, in einer Scholie zum 
vierten Buch Euklids, die Frage nach der Theilung eines Winkels 
in drey gleiche Theile zurückführt, Allein auch diefe Aufgabe 
wirft uns, wir mögen fie in der Elementargeometrie angreifen, 
wie wir wollen, wieder anf die Theilung eines Winkels in drey 
gleiche Theile zurück. Denn geferzt das Gefuchte fey bewerk- 
ftelligt, und vom gegebnen Punkte A aus, "Te eine Sehne AT 
durch einen gegebnen Halbmeiler CD fo gezogen, dafs EF dem 
Halbmefler gleich werde, fo find, wenn man CA und CF zieht, 
die Dreyecke ACF und CFE gleichfchenklig, mithin A ze F, 
und L FCE = FEC = R — #F*und zugleich FEC = A 
-+ ACD *. Folglich it R — ž A = A + ACD oder R— 
ACD d. h, ACB = 3 A, oder A = 4 ACB. Um alfo AF ge- 
gen den Halbmeffer CA unter dem gehörigen Winkel A zu ziehn, 
bey welchem AF von CD auf die verlangte Art gefchnitten wird, 
müffen wir den Winkel ACB in drey gleiche Theile theilen 
können, 

Anmerkung 3. Der Grund warum die Theilung des Win- 
kels in drey gleiche Theile die Kräfte der Elementargeometrie über- 
fleigt, liegt darin, weil mittelft des Kreifes und der graden Linie, 
die fich nur in zwey Punkten durchfchneiden, keine Fragg, in 
der es auf drey oder mehrere Durchfchnittspunkte ankömmt, 
beantwortet werden kann, und dafs es bey der allgemeinen 
Aufgabe irgend einen Kreisbogen, oder irgend einen Winkel in 
drey gleiche Theile zu theilen, allemal auf drey oder mehrere 
Durchfchnittspunkte ankömmt, Warum, das finde ich bey an- 
dern Geometern nur angedeutet, und noch nicht fo ganz befrie- 
digend ins Klare geferzt, wie dieles vielleicht durch folgende 
Betrachtungen gefchieht. 


IE 
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Gefetzt wir halbiren den Bogen JHF und den Winkel HCF 
durch die grade Linie CI, fo fcheint es zwar auf dem erfien Ane 
blick als werde nur der Bogen FH opd der Winkel HCF durch 
jene Linie und ihren:Durchfchnitt I mit dem Kreife halbitt. Al- 
lein was den Kreisboger betrift, fo liegt zwifchen den beyden 
Punkten H und F, als Endpunkten, nicht blofs der kleine Bogen 
HF, fondern es it zwifchen ihnen auch ein Bogen-enthalten , der 
aus der ganzen Kreislinie P und dem Bogen HF zufammenge- 
ferzt ift, ferner der Bogen Pt HF, Pr HF uw In 
dem wir alfo die Hälfte des Bogens fuchen, der fich in den 
Punkten H und F endigt, und beym wiffenfchaftlichen Verfah- 
ren‘ von dem, was uns gegeben ift, ausgehn, d, h. davon, dafs 
H und F Enöpunkte des Bogens find, fragen wir nach [ehr viel 
mehr, als es auf dem erften Anblick fcheint, und als der Frager 
fich mehrentheils felbft bewuft ift; nemlich nach der Hälfte aller 
jener Bogen, die fich in H und E endigen,d. h. HF, P + HTF, 
zP+HR,3P+HFerc. Diefe Hälften find -$ HF, 4 P4 £ 
HF, P FHF, SE +2 HFetc., oder da 2 HF = HI=G# 
ift, HI, P+GB,P+HI, 3P+GB cte, „Alle dicfe hal. 
ben Bogen liegen‘ zwifchen den Punkten H, I und H; B; zwi. 
fchen jenen Punkten der erte, dritte, fünfte, etc,, zwifchen die- 
fen der zweyte, vierte etc, Daher ind die beyden Punkte I und 
B die halbivenden Punkte, welche jene ganze Reihe von Bogen ins- 
gefammt in zwey gleiche Theile theilen; und beyde Punkte finden 
fich zugleich , auch wenn. wir,nur nach dem einen I fragen 
woliten, als Durchfehnitt der halbirenden graden Linie CI vn 
der Kreislinie. Uns felbit unbewuft erhalten wir alfo hier eine 
volllländige Antwort, welche in den zufammengefetztern Fällen » 


die Marhemariker;der vorigen Iahrhunderte nicht wenig, befrem- 


der und überrafcht har. 
x 


Eben das ift bey. der Theilung eines unbeffimmzen Bogens 
HF in mehrere gleiche Theile der Fall; d. h, bey der Theilung 
eines Bogens, den wir blos dadurch denken, dafs er zwifchen 


den Punkten H und D liegt, und nicht etwa als einen beftimmten 
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Theil des Umfangs, Denn dean theilen wir durch ein wiffen- 
fchaftliches Verfahren nie den kleinen Bogen UF allein, fondern 
immer zugleich alle Bogen, die zwifchen den Punkten H und 
F liegen, :Da wir davon ausgehn müfen, dafs der zu theilende 
Bogen zwifchen den Punkten H und F liegt, fo pafst dieSchlufßs- 
folge, vermittelt der wir ein folches wiffenfchaftliches Verfahren 
begründen, immer 'zuzleich auf alle Bogen, die fich in diefen 
Punkten endigen, mufs alfo.immer eine Zahl von theilenden 
Punkten geben, durch welche die Theile aller der Bogen, die 
fch in den Punkten H und P endigen, zugleich beftimmt werden. 
Dafs diefe ftets mi der Anzahl der gefuchten Theile überein- 
ftimmt, nimmt man leicht wahr, So finden wir bey der wiflen- 
fchafrlichen Halbirung eines unbeftimmten Bogens: zwey, und 
bey der Trifection drey verfchiedene Punkte, zwifchen welchen 
die Drittel jener ganzen Reihe von Bogen, die zwifchen den 
Punkten H und F liegen, enthalten find, 

Nun aber finden drey, und roch viel weniger mehrere Durch- 
fchnittspunkte zwifchen zwey Kreien oder zwifchen einem Krei- 
fe und einer graden Linie nicheitatt, Deshalb überfteigt die Theilung 
unbeitimmrer Kreisbogen in drey, fünf und mehrere folche gleiche 
Theile die Kräfte der Elemenrargeomerrie, und fie läfst fich geo- 
metrifch nur durch Hülfe anderer krummer Linien bewerkftelli- 
gen. So zum Beyfpiel werden wir melt der Kegelfchnite in 
den folgenden Büchern einen Bogen in drey gleiche Theile 
theilen. 

Was die Winkel betrifft, fo hat es mit ihnen völlig diefelbe 
Bewandnifs. So gut wir erhabne oder hineingehende Winkel, 
welche gröfßser als zwey rechte find annehmen mufsten ¥, kön- 
nen wir uns auch Winkel denken, die gröfser als vier rechte, 
gröfser als acht rechte, und fo ferner find, Denn aber liegen zwie 
{chen zwey Schenkeln HC, CF eine ganze Reihe von Winkeln, 
HCL, 4 R 4 HCF, 8 R p HCF etc, und diefe werden insge- 
fammt durch wiffenfchaftliche Theilung zugleich geheilt, daher 
von der Theilung der unbeftimmten Winkel daffelbe gilt, was 
wir hier von der Theilung der Kreisbogen bemerkt haben, 


+ 
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Ich rede hierbey mit Fleiß von der Theilung znbefimmter 
Bogen und Winkel, d. h. folcher Bogen die wir in Abficht ihres 
Verhältniffes zum ganzen Umfange, oder folcher Winkel die wir 
in ihrem Verhältnifs zu vier rechten ganz unbeftimmt, und nur 
durch das Merkmal denken, das Hund F ihre Endpunkte feyn 
follen, Denn nur ven diefen gelten unfere Gründe; nicht von 
einzelnen Bogen oder Winkeln, die wir als beftimmte Theile der 
Kreislinie oder des rechten Winkels, alfo durch ein anderes Merk- 
mal denken. Bey diefen kann es allerdings Methoden geben, fie 
in drey, oder fünf gleiche Theile etc. zu theilen , die aus ihrem 
Verhältnifs zum rechten Winkel oder zum Umfang abgeleitet wer- 
den, dergleichen wir beym rechten Winkel fchon haben kennen 

*1,31,6,4 gelernt *, der fich ohne Schwierigkeit geometrifch in drey glei- 
che Theile theilen läfst. 


der Ueberfetzer, 
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aufgaben 
welche zu den beyden erfien Büchern 


sehören, 


u 


[Bey jeder der folgenden Aufgaben wird zuerft die Conitruc- 
tion angegeben, vermöge der das geforderte geleifter, und alfo 
die Aufgabe aufgelöft wird; und darauf bewiefen dafs die Con- 
{truction möglich it, und dafs man durch fie grade das finder, 
was man fucht. Beydes gefchieht mehrentheils in befondern Ab- 
fitzen, denen die Wörter Auflöfung ` Beweis vorzuferzen überflü- 
fsig gewefen wäre. Da diefe Aufgaben in das Syfteın der Geome- 
trie' gehören, aus dem fie blos herausgehoben find , fo muften 
fie fynthetifch vorgetragen werden, und es würde Zweckwidrig 
gewefen feyn , der Auflöfung eine Analyfis vorauszufchicken, 
obgleich dazu meilt ein paar Worte hingereicht hätten, Le Gen- 
dre übergeht die einfachften, unmittelbar in den Principien ge- 
grüdeten Conftructionen theils ganz, (wie z, B, das Bilden und 
Vebertragen gleicher grader Linien) ¥, theils trägter fie zu fpäch e Fo. 3. 
vor (z.B. die Conftruction der Dreyecke aus drey gegebnen æ; ß, 
Linien); und macht überdem den Beweis der eriten Aufgaben 
von Sätzen abhängig, die es gar nicht nörhig gewefen ware, da- 
bey mit ins Spiel zu bringen, und die uns in logifche Kee 
verwickeln würden , wenn wir nicht diefer Unbequemlitiiseit 
durch die Anmerkung zur erften Aufgabe augeholfen hatten, Aus 
beydem entftehn wahre Mängel in feinem Syftem,, die wir hier Io 


wiel als möglich zu verwiichen gefucht haben, 


Ad U, 
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Fig. 86. Eine gegebne grade, Linie AR in zwey gleiche 
Theile zu theilen,’ 


Um jeden der beyden 'Endpunkte A und B der 
gegebenen Linie, befchreibe man mit! gleichen Halb- 
meffern, von willkührlicher Länge (nur müffen fie 
gröfser als die Hälfte von AB feyn) zweyKreisbogen, 

"Er, die fich in einem Punkte D fchneiden $. und eben fo, 
entweder mit demfelben oder mit einem andern Halbe 
meer, um diefelben Endpunkte p zwey Kreisbogen, 
die fich in einem andern Punkte E fchneiden. Zieht 
man durch beyde Durefehnittspunkte D. E eine grade 
For a Taa *, fo behaupte ich, wird diefe die gegebne gra- 
de Linie AB in zwey gleiche Theile AC, CB zer- 
Schneiden, 
| Denn die Punkte D und E liegen jeder in zwey 
Kreislinien, welche um die Mittelpunkte A, B be- 
fchrieben find, ftehn ao beyde gleich weit von den 
"Spe Endpunkten der gegebnen Linie AB ab’*,  Mithin 
müffen fie in einer graden Linie liegen, welche auf 
"Luzia AB in ihrer Mitte fenkrecht Debt z Da nun durch 
awer Punkte nur eine einzige grade Linie möglich ift, 
fo mufs DE ‚felbft diefes Perpendikel feyn, alfo die 
gegebne Linie AB durch DE im Punkte C halbirt 


werden, 
À 5 
Anmerkung, Die Conftruction, mittelft welcher Le Gen- 


dre diefe Aufgabe auflöfse, dient eigentlich unmittelbar und zu- ` 

nächlt über der gegebnen graden Linie AB zwey verfchiedne gleich- 

febenklige Dreyecke ABD, ABE'zu bilden, wie wir das fchon 
*EILZ oben gelehrt haben *, Mau könnte die Auflöfung daher auch 
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fo ausdrücken,  Befchreibe über AB als Grundlinie zweygleich- 
fchenklige Dreyecke, und verbinde ihre Spitzen durch die grade 

Linie DE, fo mufs diefe die gegebne ABnhalbiren. Denn es ent- 

ftehn Ea e zwey Dreyecke ADE, BDE, die fich decken , weil ` 
fie untereinander gleichfeitig find * Mithin find die Winkel DEN Cie 
D gleich, ‘daher auch die Dreyecke ACD , DCH Gch decken, und 
CD fenkrecht auf AB, in der Mitte szwifchen den Endpunkten 
A und B aufiteht. "Diefe Linie halbiert alfo den Winkel D, und 
die Linie AB ‚und ift zugleich ein Perpendikel auf die Linie AB, 
welches durch, die beftimmten Punkte C in, der Linie, D aufser- 
„halb der Linie AB geht. Und zwar ift das der Fall, die Drey- 
ecke mögen beyde auf einer oder auf entgegengeferzter Seite der 
, Linie AB liegen. Diefes Perpendikel thur alfo den Aufgaben ı, 
2, 3 und 5 LÉI zugleich genüge, daher diefe Aufgaben in das 
Syftem nach L 12 gehören. 

di aU- 


ARDE Sr E" SS, 
Auf eine grade Linie, ‚durch einen in ihr gegeb- - ..x 
nen PunktiA,neine grade Linie [enkrecht zu ziele 
? oder an einem gegebnen Punkt A einer graden Fig, 37. 
Linie BC einen rechten Hike, zu bildens i 1 


Man nehme auf der gegebnen Linie zwey Punkte 
Bund C, welche vomsgegebnen Punkte A gleich weit 
entfernt find *, und befchreibe um dielg Punkte mit +Fo,3,« 
gleichen Halbmeflern, gröfserals AB, zwey Kreisbo- 
gen, die fich in irgend einem Punkte D fchneiden * ep mg, 
fo ift, wenn man AD zieht, diefes die geluchte fenk- 
rechte Linie, und DAB ein rechter Winkel, 


Denn da der Punkt D gleich, weit von Bond von 


C abfteht, fo liegt er in einer graden Linie, welche 
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auf BC in der Mitte zwifchen B und C, foistch im 
1.17 f1 Punkte A fenkrecht aufftehet * Die Linie AD ift daher 
das gefuchte Perpendikel, und DAB der verlangte rech- 

te Winkel. 

[Andere Auflöfurgen. Man nehme aufserhalb 
der gegebnen Linie einen beliebigen Punkt C, und 
befchreibe mit CA als Halbmefler um C einen, Kreis; 
fo durchfchneidet diefer die gegebne Linie in A und 

SÉ, einem zweyten Punkte B * Zieht man von Baus den 
Durchmeffer BE, und dann EA, fo it EAB ein Win- 

23.2.2. kel im Halbkreife, alfo ein rechter *, alfo EA das ge- 
fuchte Perpendikel, 


Oder man befchreibe über einen beliebigen Theit 
AB, der gegebnen Linie, ein gleichfchenkliges Drey- 
eck ACB, und nelıme auf der Verlängerung von BC, 
CE = CB = CA, Zieht man EA, fo it EAB ein 

Sa Z.2. rechter Winkel * und EA das gefuchte Perpendikel, 
Diefe letztern Auflöfungen find befonders bequem, 
wenn. das Perpendikel auf dem Endpunkt einer. Linie, 

die fich nicht verlängern läfst, errichtet werden foll. 

d. U. 


AUFGABE 3. 


Von einem aufserhalb einer graden Linie gegeb- 
nen Punkte A, ein Perpendikel auf dieje Linie zu 
fällen. 

Aus A als Mittelpunkt befchreibe man einen 
Kreisbogen, der die gegebne Linie in. zwey Punkten 
B und D durchfchneide, [welches allemal gefchehn 
ınufs, wenn man auf der andern Seite der graden Li- 


Fig. 88. 
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nie BD einen Punkt E nimmt *, und den Kreisbogen * Gr. g. 
mit AE als Halbmefler befchreibt *.] Sucht man dann EI. 
den PunktC, der zwifchen B und Din der Mitte liegt*,* A, 1. 
und zieht AC, fo it diefes das gefuchte Perpendikel, 


Denn da fowohl A als auch C gleich weit von den 
Punkten B, D entfernt find, fo Debt AC fenkrecht 
auf BD, und zwar in der Mitte zwifchen B und D *. sty 


[Eine andere Auflöfung, Um irgend einen 
Punkt B in der gegebnen Linie, befchreibe man mit 
dem Halbmefler BA einen Kreis, der jene Linie in 
F durchfehneide, und um F mit FA als Halbmeffer 
gleichfalls einen Kreis. Die grade Linie AE durch die 
Durchfchnittspunkte beyder Kreife gezogen, ift das 
gefuchte Perpendikel *, WÉI? 

Zufatz. Auf eine ähnliche Art läfst fich ein Punkt Fig, go. 
finden, der in der Verlängerung einer graden Linie AB liegt, 
die zu kurz ift, als dafs mån fie mittelft eines Lineals 
mit Sicherheit verlängern könnte. Man befchreibe um 
A und B mit gleichen Halbmeflern Kıeisbogen, die 
fich in C, D fchneiden, und aus diefen Punkten mit 
einem hinlänglich grofsen Halbmeflfer Kreishogen 
die fich in einem Punkte E fchneiden, fo it E der ge- 
fuchte Punkt. Denn da fich alsdann fowohl die Dreyecke 
ABC, ABD, als auch Z BEC, BED decken, fo find die 
Winkel CBA, CBE beyde Hälften des Winkels CBD» 
mithin gleich. Es fallen daher BA, BE in eine grade Linie 


‘zulammen, und E liegt in der Verlängerung von BA. 


d U. 
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Eig, 99. Ir. An einem Punkte A der graden Linie AB 
einen Winkel zu bilden, welcher einem gegebnen Win- 
kei K gleich if. 


[2. Durch einen Punkt R aufserhalb AB, nach 
gieler Linie eine grade Linie fo zu ziehn, dafs fie die 
AB unter ‚einem gegebnen Winkel K durch/chneide.] 


t. Befchreibe um den Scheitelpunkt K mit einem 
willkührlichen Halbmefler einen Kreisbogen, der die 
beyden Schenkel des Winkels in I und L durchfchnei- 
de. Mir demfelben Halbmeffer befchreibe um A als 
Mittelpunkt einen Kreisbogen BO; und dann auch mit 
der Sehne IL, als Halbmefler, um B einen Kreisbogen,, 
der jenen in irgend einem;Punkte D durchfchneiden 

Earp. muffs % Zieht man AD, fo it DAB der gefuchte Win- 
kel, dem gegebnen Winkel K gleich, 


Denn da die beyden Rreisbogen IL, BD zu glei- 

chen Halbmeflern und gleichen Sehnen gehören, fo 

* 7. find fie gleich *, alfo auch die Winkel BAD, IKL *, 

[ Diefes erhellt auch unabhängig von dem angeführten 

Satze des zweyten Buchs. Durch die Conftruction 

entftehn nemlich zwey gleichichenklige Dreyecke 

ARD, KIL, welche untereinander gleichfeitig; find, 

* 1.11. folglich fich decken *, daher der Winkel A dem ge 
\ gebnen Winkel gleich wird.] 

[Eine andere duflöfsng. Nimm auf dem einen 


Schenkel des gegebnen Winkels K einen Punkt M, und 
mache AP gleich RM, errichte in Pund MPerpendikel 


AUFGABEN or 


auf diefe Linien*, nimm MN = PQ und ziehe AQ, "Auf: 

fo it PAQ der gefuchte Winkel *.] LE... 
[2. Um durch einen gegebnen Punkt R, aufser- 

halb der Linie AB, eine grade Linie nach AB unter ei- 

nem gegebnen Winkel K zu zielin, bilde man an ei, 

nem beliebigen Punkt A deier Linie,» einen Winkel 

BAD = K und ziehe mit AD, durch den gegebnen 

Punkt R, parallel RS, fo ift der Winkel RSA = DAB 

= K * und RS die gefuchte Linie. ] *L25.A, 


AUFGARE 5a 


Gë Ge d . d D ? 
i Einen gegebnen Kreisbogen oder einen gegebnen Fig, or, 
Winkel in zwey gleiche Theile zu theilen. 


I. Um den gegebnen Kreisbogen AB in zwey glei- 
che Theile zu theilen, befchreibe man mit gleichen 
Halbiıneflern um A und um B Kreisbogen, welche fich 
in einem Punkte D durchfchneiden *. Zieht man durch ep: e 
diefen Punkt und den Mittelpunkt C des Kıeifes, wo- 
zu der gezebne Bogen gehört, die grade Linie CD, 
fo zerfchneidet diefe den Bogen in zwey gleiche 
Theile. 
Denn da die Punkte C und D beyde gleich weit 
von den Endpunkten der Sehne AB entfernt find, fo 
fteht die grade Linie CD auf der Sehne {m ihrer Mitte 
fenkrecht *, und theilt ialflo den Bogen AB in zuwee FEN 
gleiche Theile *. i Sch 
2. Soll ein gegebner Winkel ACB in zwey gleiche 
Theile gerheilt werden, fo befchreibe man um feinen 
Scheitelpunkt einen Kreisbogen AB und haibire ihn 
auf die eben gezeigte Art, fo wird CD auch jenen 
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0, 


Fig. 92. 


Winkel halbiren *. [Eine andre Auflöfung ift in der 
Anmerkung zur erften Aufgabe enthalten.] 


Zufatz I. Um einen Kreisbogen oder einen 
Winkel in vier, in acht, in fechzehn gleiche Theile 
u. Í. f, zu theilen. braucht man mit diefem Halbiren 
nur fortzufahren. [ Ueber die Theilung eines Winkels 
oder eines Bogens in irgend eine andere: Anzahl von 
gleichen Thilen, z.B. in 3 oder 5 gleiche Theile, fiche 
Lehrfatz 30. Anmerkung.) 


[Zufatz II. Da uns nichts hindert diefes Halbi- 
ren, wenigftens im Gedanken, fo weit fortzufetzen als 
man will, fo kann man durch daffelbe allemal auf 
einen Theil kommen, welcher in einer gegebnen Li- 
nie A nach einer ganzen Zahl enthalten, und dabey 
kleiner als eine jede gegebne Linie B ift; und eben fo 
auf einen Bogentheil, welcher in einem gegebnen Kreis- 
bogen nach einer ganzen Zahl enthalten, und dabey 


kleiner als ein jeder gegebner Bogen ift. 
d U, 


AUFGABE 6. 


‚Durch einen Punkt A, der aufserhalb einer gra- 
den Linie BC gegeben ift, mit diefer graden Linie eine 


. Parallellinie zu ziehn. 


Man befchreibe um A mit einem hinlänglich gro- 
{sen Halbmeffer einen Kreisbogen ED, welcher die ge- 
gebne Linie in E durchfchneide. Mit demfelben Halb- 
mefler beichreibe man um E als Mittelpunkt den Kreis- 


bogen 
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' bogen AF, nehme ED gleich: AF, und ziehe AD, fo 
ift diefes die geluchte Parallellinie. 


Denn wenn man die ‘grade Linie'AE zieht, fo 
fieht man , dafs vermöge der Conftruction in der vori- 
gen Aufgabe die Wechfelswinkel AEF, EAD gleich, 
"fölglich die Linien BC, AD parallel find *. N 


[Zweyte Auflöfung. Man ziche durch den ge- 
gebnen Punkt A und irgend einen PunktE der gegeb- 
-nen Linie eine grade Linie EA, und bilde am Punkte A 
deier Linie eine WinkelHAE, welcher dem äufsern Win. 
kel bey E, gleich ift *, fo find GH, BC, wegen ders A. A 
Gleichheit der äufsern Winkel parallel *. Um auf die rı 25.A, 
leichtefte mechanifche Art diefe Gleichheit äufserer 
Winkel zu bewerkftelligen, dient das deut/che Parallel. 
lineal mit feinem materiellen unveränderlichen Winkel, 
den man längs der Linie AE verfchiebt. 


_.. Dritte Auflöfsung. Nimm in BC einen belie- 
‚bigen Punkt F, und von diefem aus'ein Stück FC 
gleich FA, befchreibe um C und A mit diefer Linie 
als Halbinefler Kreisbogen, die fich in einem Punkt 
D:durchfchneiden, und ziehe AD, fo ift diefes die 
gefuchte Parallellinie. Denn in den fich deckenden 
gleichfchenkligen Dreyecken AFC, ADC find. alle 
Winkel an der Grundlinie, mithin die Wechfelswinkel 
für FC, AD gleich, 


Vierte Auflöfung. Befchreibe um einen will. T, 11, 
kührlichen Mittelpunkt eine Kreislinie,' die durch den Fig» 8% 
gegebnen Punkt A gehe und die gegebne,Kinie in den 

N 
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Punkten @undHfchneide: nimm denBogen HF gleich 
GA und ziehe die Sehne AF, fo ift AF mit der gegeb; 
* 13“ nen Linie GH EA Si 


| AUFGABE. 7 
Zi, ai, Aur zwey gegebnen Winkeln A. und P eines 
Dreyecks, den dritten Winkel zu Inden. 
Man ziebe eine grade Linie DF in unbeflimmter 
Länge, und bilde an einem Punkte E deier Linie ei- 
® A. 4. nen Winkel DEG = A und FEH = B *, fo it GEH 
der gefuchte Winkel, weil er mit den beyden übrigen 
" st, 31. zufammengenommen zwey rechte Winkel bildet *, [So 
findet man alfo geometrifch, d. ı. durch Conitruction, 
die Ergänzung zweyer Winkel zu zwey rechten, mit- 
hin zu zwey gegebnen Winkeln des Dreyecks den 
` dritten.] | ; 
AUFGABE BR 
Tig..94. Wenn zwey Seiten A, B eines Dreyecks und der 
“von ihnen. eingefchlofsne Winkel C gegeben find, das 
Dreyeck zu befchreiben. 
An irgend einem Punkte D einer unbeftimmt de 
zosnen graden Linie DE, bilde man einen Winkel 
* A. 4.EDH, der dem gegebnen ‚Winkel € gleich it *,. Auf 
sto? e deflen Schenkel nimm DG = A, DH = B* und ziehe 
x 1.6. GH, fo ift DGH das gefuchte Dreyeck *. 


mr AUFGABE 9. 
Wenn eine Seite B und zwey Winkeln C und C 
ier" Dreyscks gegeben fr ind, das Dreyeck zu, be 
fehreiben, 


Fig. 95. 
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„Liegen de gegebnen Winkel nicht beyde ap der 
gegebnen-Seite an, fo fuche man nach Aufgabe 7. den 
zweyten anliegenden Winkel. Dann nehme, man auf 
einer unbeflimmt gezoonen graden Linie ein Stück DE 
der gegebnen Seite gleich, und bilde an den Punkten 
D, E zwey Winkel, den anliegenden Winkeln gleich *, "Ae 
fo it, wenn ihre Schenkel fich in einem Punkte H | 
duschfchneiden, DEH das gefuchte Dreyeck. 


[Die Schenkel durchfchneiden fich aber nur dann, 
wenn die Summe der beyden gegebnen Winkel went, 
ger als zwey rechte Winkel beträgt *; daher diefes die Ylı23.24 
Besingung der Möglichkeit der Aufgabe id. Wäre die 
Sumine: „giölser als zwey., rechte Winkel b fo durch- 
fchneidet fich die entgegengeletzt liegende Verlänge- 
rung der beyden Schenkel *, und dann entftünde cin *, L Ki 
Dreveck, worin die beyden Nebenwinkel der gegcbe™? 
nen pa ah der ‚gegebnen Seite anliegen] 


An ëch ung, Hier folgt bey Le Gendre die Aufgabe, 
ans. drey gegebuen graden Linien A,B; Cein Dreysck za befchrei- 
be, up welcher wir an einer fchiklichern Stelle * fehon unlländ- VE 
lich gehandelt haben, 


„4 


Oe ie Ee TO 


Wen zıwey Seiten A ohi B Let der der Seite Dig, D 
B gegenüberfiehende Winkel C eines Dreyecks g ezebe 
find, das Dreyeck zu bejchreiben.. `" 


Man nehme auf dem EINER Schenkel des gegebe, 
nen Winkels C, oder eines Winkels D welcher ihm 
gleich ift, DE = A, und ‚befchreibe mit kä ale Halbe 

N 2 


` D 
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` mefler um den Punkt E einen Kreisbogen. Wenn die- 
fer den andern Schenkel in einem Punkte F fchneidet, 
fo ift DEF das gefuchte Dreyeck. 

Diefes Schneiden kann nur dann erfolgen, wenn 
die Linie B gröfser als der fenkrechte Abftand des 
*1.16.1. Punkts Evon dem andern Schenkel DF ift *,. welches 

"mithin die allgemeine Bedingung der Möglichkeit für 
diefe Aufgabe abgiebt, die ohnedem unmöglich wird, 
Gefchihet indefs auch deier Bedingung genüge , fo 
mufs, im Fall C, folglich auchD, ein rechter oder ein 

"%1.16.3. flumpfer Winkel it, überdem B > A feyn*, wie es 
Ss Lu. auch die Natur des Dreyecks mit fich bringt *; fonft 
findet auch unter der erftern Bedingung kein Schnei- 

. den des Schenkels DF ftatt. 


It hingegen C, folglich auch D ein fpitzer Win. 
kel, formag die SeiteB, welche/diefem Winkel gegen- 
überfteht, gröfser oder kleiner als A Teen, immer wird, 
wenn der erftern Bedingung genüge gefchieht,, der 
Schenkel DF vom Kreisbogen, der mit B als Halb. 
meffer um den Punkt E befchrieben wird, durchfchnit- 
ten, "pur dafs, wen» die gegenüberflehende Seite B kleiner als 


Fig, 97. 


9.16.28. 
u. Z. 2 die anliegende Aoder ED ifl, ‚der um Ebefchriebene Kreis- 


Fig: a ZS diefen Schenkel in; zwey Punkten Fund G, die 

stoë, 2, zu einerley Seite desScheitels D tiegen *, durchfchnei- 

det, in welchem Fall wir zwey Dreyecke DEF, DEG 

bekommen, welche beyde gleichmäfsig der Aufgabe 
genüge thun. 

[Wenn alfo ein Dreyeck durch zwey Seiten und 

einen der gegenüberftehenden Winkel beftimmt wird, 

fo it diefe Befliimmung”im letzten Fall Zweydentig, 
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Diefe Zweydeutigkeit aber wird gehoben, wenn man, , 
zugleich anzeigt, ob das fpitzwinklige oder das ftumpf- 
winklige Dreyeck gemeint ift *.] SL zo: 


AUFGABE IT: 


Wenn ein Winkel C und zwey ihn einfchliefsen- Fig. 99. 
de Seiten A und B eines Parallelogramms gegeben 
find, das Parallelogramm zu befehreiben. 


Man nehme eine grade Linie DE gleich A, bilde 
am Punkte D einen Winkel EDF gleich dem gegebe- 
nen Winkel C, nehme auf deffen zweytem Schenkel 
das Stück DF gleich B, und befchreibe um den Punkt 
E mit dem Halbmeffer DF = B, und um den Punkt 
F mit dem Halbmefler DE = Azwey Kreisbogen, die 
fich in einem Punkte G durchfchneiden werden, weil 
die Summe ihrer Halbmefler gröfser, und der Unter- 
fchied ihrer Halbmeffer kleiner als der Abftand ihrer 
Mittelpunkte ER it*, Zieht man dann FG, EG, fo. g u. 
ift DEGF das gefuchte Parallelogramm. IL E.. 


Denn vermöge der Conftruction find die gegen- 
überftehenden Seiten einander gleich, daher die vier- 
feitige Figur ein Parallelogramm ift 77 und zugleich, ņ 34 
iit es aus den gegebenen Stücken befchrieben. 


Zufatz,. It der gegebene Winkel fpitz oder 
ftumpf, fo wird die Figur , wenn die gegebnen Seiten 
gleich find, ein Rohmbus*,- wenn fie ungleich find, ein. Ei. 
Rhomboides, Ikt dagegen der gegebene Winkel ein rech- 
ter, fo wird die Figur ein Rechteck, das, imFall auch 
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die Seiten gleich find, ein Okadrat wird; woraus allo 


die Conftruction und die Möglichkeit Ge Arten von 
Vierscken erhellt, 


AUFGABE I2 
hri Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreifes ode 
F, i00." me ew i d e 


cines gegebenen Kreisbogens zu finden. 


Man nehme in- der Kreislinie oder im Kreisbogen 
wilikührlich. drey Punkte A, B, C, verbinde fie, 
durch die graden Linien AB, BC, welche folglich Selh- 
nen des gegebenen Kreifes oder Bogens feyn imüflen, 
halbire diefe Sehnen, und errichtelauf ihrer Mitte die 
Az Perpendikel DE, FG *, welche fich in einem Punkte 


O {chneiden müffen, Diefer Punkt O ift der gefuchte 
d Mittelpunkt *, 2 


Zufatz I. Mittelt derfelben Conftruction läfst 
fich 
1) ein Kreis bilden, der durch drey gezebene Punkte 
A. B, C, oder duch zwey gegebene Punkte A, B geht 
[welches "letztere eine unbeflimmte Aufgabe ift, (die 
unendiieh viel Auflöfungen zuläfst, indem jeder Punkt 
im Perpendikel DE’ der Mittelpunkt eines: folchen 
Kreis, der durch die Punkte A und B Le , feyn 
zig kaltı EN 
2) Wenn ein Kreisbogen pegebes ifl y der ganze Kreis, 
“wozu er gehört, vollendenz‘und ur 
3) ein Kreis einem gegebenen Dreyeck ABC wat bei, 
ber, d. bh, fo bilden, dafs die Kreislinie durch die drey 
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Winkelpunkte.des gegebenen Dreyecks geht *, [Ift in" Ee 9. 
diefer-letztern Aufgabe das gegebne Dreyeck bey B 
rechtwinklig, fo it, ABC ein Halbkreis *, und folglich *23.2.2 
liegt'dann der Mittelpunkt: O des umfchriebenen Krei- 

{es in der Hypotenaft AC. If das Dreyeck.bey. B fletnpf- 
winklig, fo fteht essin einem Kreisabfehnitt, der klei: 

ner als der Halbkreis if *,, und fo fällt alsdann der "23.2.3. 
Mittelpunkt O aufserhalb des Dreyecks. Hat endlich 

das Dreyeck lauter fpitze Winkel, fo fteht jeder die: F, ro, 
fer Winkel in einem Kreisabfehnitt, der gröfser als dr 
Halbkreis it *, und der folglich den Mittelpunkt um- va, 2.3. 
fchliefst,. Der Mittelpunkt liegt dann alfo in dem 
Theil ,, ‚der allen drey Kreisabfchnitten gemein ift, 

di im Dreyeck ABC. ] 


[Zufatz II. Liegen die drey gegebnen Punkte F. ıor. 
A, B, C, durch die ein Kreis gehn foll, fo, dafs die 
PerpendikelDE, FG fich um ener zu weiten Entfernung” 
fchueiden, als dafs man den Halbmeffer bequem faflen 
könnte, fo kann man durch folgende Methoden noch 
mehrere Punkte in der Kreislimie, welche durch A, B, 
und C geht, einzeln finden. Verbinde die drey gegebe- 
nen Punkte durch grade Linien, ziehe durch einen 
derfelben C, unter beliebigen Winkeln mit CB, grade 
Linien CD, CE etc,, und unter denfelben Winkeln 
mit AB, nach derfelben Seite zu, grade Linien durch 
den Punkt A *#, fo liegen die Durchfchnittspunkte D. A, A 
E ere, in der Kreislinie durch A, B, C. Denn die 
Winkel B, D, Eifind insgefaınmt gleich, undifie um- 
{pannen alle die Schne AC, daher, ihre Spitzen in dem 
Kreisbogen durch A, B, C liegen 5. == Oder man * 26, 
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ziehe durch C, unter Winkeln gleich DAC, dem 
kleinften der beyden die an AB anliegen, mehrere ` 
grade Linien, CG, CH u. f., und fchneide mitCB als 
Halbmefler, von A, G etc. aus, Punkte G, Here, 
unter fpitzen Winkeln ab, fo liegen diefe Punkte in 
der Kreislinie, die durch A, B, C geht. Denn da 
die Winkel BAC, ACG, GCH etc. in dem gefuchten 
Kreife gleiche Winkel am Umfange find; fo umfaffen 
so, fie gleiche Sehnen CB, AG, GH*, und da überdem 
die Sehnen CG, CH näher nach dem Mittelpunkte zu 
” 3. liegen, müffen fie zunehmen *, folglich AGC, GHC 
"Lt kleine ftumpfe Winkel feyn *, daher G, H etc. noth- 


wendig in der Kreislinie durch A, B, C liegen, ] 


[a UF GARE 13.] 


Um einen gegebenen Mittelpunkt einen Kreis zu 
befchreiben, der eine gegebene grade Linie oder einen 
gegebenen Kreis‘ berührt. 


F. rosa, 1. Fälle vom Mittelpunkt C ein Perpendikel auf 
die gegebene Linie HI, fo berührt der Kreis, welcher 
mit diefem Perpendikel befchrieben ift, Wie gegebe- 

¥ ız. ne Linie *. 


Taf. l. 2. Ziehe durch beyde Mittelpunkte eine grade 
Fig. 49. Linie AB, fo durchfchneidet diefe den gegebenen Kreis 
in zwey Punkten I, H und Kreife mit Al oder AH 

s6. als Halbmefler befchrieben, berühren den eritern *. 


F. 102. Zufatz T, If blos der Mittelpunkt C des Kreifes 
gegeben, der die Linie AB berührt, und man fücht deffen 
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Halbmeffer und den Berührungspunkt , fo ziehe man nach 
einem beliebigen Punkt A in der gegebenen Linie 
die grade Linie CA, halbire fie in O, und befchreibe 
mit OA um O einenBogen. Wo diefer die AB durch- 
fchneidet, da ift der gefuchte Berührungspunkt B, und 
zieht man CB, fo ift diefes der geluchte Halbmeffer. 
Denn ABC ift als Winkel im Halbkreis ein rechter *, "äi 
mithin BA ein Perpendikel auf dem Halbmefler CB 
in defen Endpunkte, alfo eine Tangente *. "GG 


Zufatz II. Sucht man einen Kreis der die grade 
Linie AD im Punkte D berübrer, und zugleich durch einen 
gegebenen Punkt E geht, fo ziehe man DE, halbire diefe 
Linie im Punkte F, und errichte auf ihr in diefem 
Punkte, fo auch auf AD im Punkte D, Perpendikel. 
Wo beyde Perpendikel fich durchfchneiden,, ift der 


Mittelpunkt des gefuchten Kreifes *. * ro 


Grade fo findet man den Mittelpunkt eines Krei- 
fes, der durch einen gegebenen Punkt geht, und ei- 
nen andern Kreis in einem gegebnen Punkte berührt. 


Zufatz DL Um einen Kreis zu finden der zwey ge- Taf. II, 
gebene Kreife berührt, befchreibe man mit einem will- Fig. 48. 
kührlichen Halbmeffer um den Mittelpunkt A des ei- 
nen Kıeifes einen Kreisbogen, und um den Mittel- 
punkt B des zweyten der gegebnen Kreife ebenfalls 
einen Bogen, mit einem Halbmefler, der vom erftern 
um den Unterfchied der Halbmefler der beyden gegeb- 
nen Kreife verfchieden ift. Wo beyde Bogen fich 
fchneiden, ift der Mittelpunkt des gefuchten berüh- 
senden Kreifes, Denn die graden Linien welche von 
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diefem Durchfchnittspunkte, die eine durch A, die an- 
dre dureh B bis an die Kreisliniensgezogen werden, 
find alsdann gleich lang, und ein Kreis mit diefen Li- 
nien als Halbmefler um den’gefundnen Durxchfchnitts- 
punkt befchrieben, berührt fowohl den einen als den 
andern Kreis, weil die Punkte, worin er mitihnen 
zufammen trifft, in der graden Linie durch die Mittel- 
*16.f.2, punkte liegen *, 

Soll der Mittelpunkt des berührenden Kreifes mit den 
Mittelpunkten A, B, der beyden andern in grader Linie 
liegen, fo ziehe man durch die Mittelpunkte A,B der ge- 
gebnen Kreife eine grade Linie, welche die Kreife in 
den Punkten Di, I, F, H fchneide, In je zwey die- 
fer Punkte aus verfchiedenen Kreislinien kann die Be- 
zührung gefchehn. Den Abftand diefer beyden Punk- 
te halbire man, fo erhält man den Mittelpunkt des 
dritten Kreifes, der die gegebnen in diefen Punkten 

*16, berührt * 


Soll der dritte Kreis den Kreis um A in einem andern 
gegebnen Punkte berühren, fo ziche durch diefen Punkt 
einen Durchmefler, und befchreibe um B, mit einem 
Halbmefler der vom Halbmefler des Kreifes um A, um 
den Unterfchied der Halbmefler der beyden’gegebnen 
Kreife verfchieden ift, einen Kreisbogen; fo iftider 
Durchfchnitt diefes Bogens mit jenem Durchmeffer}.der 
Mittelpunkt des gefuchten berührenden Kreifes. 


AUFGABE 14. 


TR EL. Durch einen 'gegebnen Punkt A eine Tangente 
F. 102 an einen gegebnen Kreis zu ziehn, 
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T. Liest"der gegebne Punkt A’ auf der Kreislinie, 
fo ziehe den Halbmeffer CA’, und .errichte auf ihn 
in feinem Endpunkte die fenkrechte Linie:IH, fo: ift, 
IH die gefuchte Tangente *, “m. 
a, Liegt der gegebne Punkt A aufserhalb des Krei- 
fer, fo ziehe nsch Zut, aus dem Mittelpunkte eine gra- 
de Linie CA, theile diefe in-zwey gleiche: ‚Theile. im 
Punkte O, und befchreibe um defen mit dem Halb- 
mefler OC einen Kreis, der, weil er durch den Mit- 
telpunkt und einen Punkt aufserhalb des um C be- 
fchriebnen Kreifes geht, diefen durchfchneiden! muls *, *E.12.8 
und zwar in.zwey Punkten B, D, welche zu entgegen- 
gefetzten Seiten der Linie CA liegen, und von dem 
Durchfchnittspunkte Ederfelben mit derKreislinie, fo 
auch vom Punkte A, gleichweit abftehn % Zicht man * 19. 
AB, AD, fo ift jede beyder Linien die 'gefuchte Tan: 
gente, — Denn zieht man die :Halbmeffer CB, CD, 
Go Dnd die Winkel ABC, ADC, Winkel im Haib- 
kreife,-alfo rechte; folglich Rehn AB, AD auf den 
Halbmeflern CB, CD in ihren Endpunkten fenkrecht, 


find alfo Tangenten am gegebnen Kreiie *, dP 


Zufatz, Um an einem, Kreif2 mit einer gegebuen 
‘Sehne parallel eine ‚Tangente zu ziehn, fälle man vom 
Mittelpunkte auf die Sehne ein Perpendikel, und zie- 
he an dem Punkte, wo diefes den Kreis durchfchnei- 
det eine Tangente, io läuft diefe ‚mit der gegebnen 


Sehne parallel *, Tu 
[aur GABE tel 
In einem gegebnen Kreife eine Sehne einzutra- y ker. 
eet, welche einer gegebnen Linie MN (kleiner als der 
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Durchmefer) gleich ift, und 1) durch einen gegebnen 
Punkt P geit , oder 2) einer gegebnen graden „Linie 
Q parallel läuft. 


- Man befchreibe aus einem beliebigen Punkte A in 
der Kreislinie , mit der gegebnen Linie MN als Halb- 
mefler einen Kreisbogen, welcher den erftern Kreis 
in B durchfchneide, und ziehe AB, fo ift AB eine 
Sehne des gegebnen Kreifes, von der verlangten Gröfse 
MN. Zielit man auf die Mitte diefer Sehne, aus dem 
Mittelpunkte, die gradeLinie CD, und befchreibt mit 
ihr als Halbmefler um C einen Kreis, fo berührt die- 
fer die grade Linie AB, welche auf dem Halbmefler in 

Toto, defen Endpunkte fenkrech fteht *, 


1. An diefem Kreife ziehe man vom gegebnen 

® A,14. Punkte P aus eine Tangente PE *, {o ift das Stück die- 

fer berührenden Linie, welches innerhalb des erftern 
Kreifes liegt, d.h. FG, die verlangte Sehne. 


2. Vom Mittelpunkte fälle man auf die gegebne 

Linie Q ein Perpendikel, und ziehe durch den Punkt 

H, wo diefes den zweyten Kreis berührt, an diefem 

e A, 14 Kreife eine Tangente *, fo ift das; Stück IK diefer 
Tangente, welches jnnerhalb jenes Kreifes liegt, die 


verlangte Sehne, 


Denn als Tangenten an dem innern Kreife, ftehn 
beyde Sehnen FG, IK auf den Halbmeffern CE, CH 
fenkrecht*, find alfo beyde vomMittelpunkte um den 
Halbmefler CD, folglichreben fo weit als dieSchne AB 
entfernt, mithin diefer Sehne, und der gegebnen Li- 
nie MN, gleich *, Die erftere geht aber durch den 


* 12. 


“9. 
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Punkt P, die letztere ift zugleich mit QlaufCH fenk- 
recht, alfo mit Q parallel *. “I at, 
Sowohl für die erfte als für die andre Aufgabe, 
giebt es in jedem Kreife zwey Sehnen, auf entgegen- 
gefetzten Seiten des Mittelpunkts, welche ihr genüge 
thun. 
Zufa Se Mittel deier Auflöfung ift man auch 
im Stande folgendes’zu bewerkftslligen: 1. Von einemF.: 10%. 
gegebnen Pnnkie P aufserhalb eines Kreifes, nach dem Krei- 
fe zeen grade Linien fo zu ziehn, dafs fie zwifchen fich 
Bogen EF, GH abfehneiden, welche zufammengenommen 
den Bogen zwijchen den. Schenkeln eines andern. Winkels, 
deffen Spitze O aufser dem Kreife liegt, gleich find. 
Zon ziehe nemlichinach dem eben gelehrten Ver- 
fahren‘, vom Punkte P aus die graden Linien PE, PẸ 
fo, dafs die Sehnen FH, EG, welche de Kreisli- 
nie auf ihnen abfchneidet, den Sehnen AC, BD auf 
den Schenkeln des Winkels‘ O gleich. find, . Es 
gehören alsdann zu jenen und zu diefen Sehnen glei- 
che Bogen, deren Unterfchiede, d. h. die Bogen AB 
ek Gs und EF + GH auch gleich feyn müflen. 
o, Von einem gegebnen Punkte Oin der Verlängerung 
einer Sehne AC an, eine grade Linie fò zu ziehn, dafs 
die Bogen zwifchen: ibm und diefer Sehne, einem ge- 
gebnen Bogen. AE gleich find. Ziehe zwifchen den 
gegebnen Punkten C und E die Sehne CE, und eine 
zweyte Sehne BD fo, dafs fie verlängert durch den 
gegebnen Punkt O,gehe, und der erftern CE gleich 
fey *; fo it diefes die ‚gefuchte grade Linie, Dennen, (a) 
wegen Gleichheit'derSchnen find die Bogen CA AE, . 
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und DC Cat AB gleich, mithinfdiè Bögen AE 
3er2ß = DC-+BA* 
Anmerkung. Aufgabe und Zufatz entlehne e doch 
mit verkürzten Beweifen aus Gregor von St, Vincenz, 
> | HE EE 
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og Üecber eine gegebne grade Linie AB einen Kreis- 
abjehnitt zu bejchreiben, welcher einen-gegebnen Win- 
‘kel C faßt, (d. h wo ege dn diefem Kreisabfehnitt 

* E. Teeingefchriebne Winkel, dem Winkel C gleich if *.) 
ag Man verlängere die gegebne Linie AB, und bilb 
de mi Punkte B und der Verlängerung BD, einen 
Winkel DBE, dein gegebnen Winkel C gleich, Auf 
Gein Schenkel BE ersichte man im Punkte B ein Per. 


pendikel, fo auch auf der gegebenen Linie AB in deren 
Mitte, und befchreibe aus dem Durchfchnittspunkt 


© beyder Perpendikel als Mittelpunkt, mit OB als 
Haibiieffer einen Kreis, fo erhält man den gefuchten 
Kreisabfchnitt AMB. 

Denn BE ift, als ein Perpendikell auf dem Halb- 
meller OB in defen Endpunkt B, eine Tangente des 
Kreifts im Punkte B*, und wird im Berührungpunk-. 
te von der Sehne AB dürchfchnitten. "Folglich hat der 
Winkel ARF; mithin auch deffen Scheitelwinkel DBE, 
zu Leinen Mäafse den halben Bogen BRA #, und if 
jedem Winkel im Kteisabfchnitte AND, der zur ent- 
e an, f, gegengeläizten Seite der Sehne liegt, gleich." Nun Sg 
aber DBE der Conftruction gemäfs dem gegebnen Win- 

kel O gleich; alfo der Kreisablehnitt AMD der Gefuch« 


S In 


Wi Zë 
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te indem er über der Linie AB fteht, und den Win- 
“kel C falst. — s 
[Anmerkung, Wäre der gegebne Winkel C- ein rechter, 
fo Bee das -Perpendikel BO our: der Sehne AB zufammen, und 
‚es gübe.keinen Durchfchnittspunkt;©, ‚Dann aber wien wir 
_ohnedem dafs der gefuchte Kreisabfchnitr, der über AB beichtie- 
bene Halbkreis ilt, Mehrere:Aufgaben, welche diefe begründet, 
erwähnt Lehirfärz, 26. Folge, ` Un in einem gegebnen Kreife 
einen Abfchnitt zu bilten welcher einen gegebnen Winkel fafst, 
| verfährt imamsgradelauf diefelbe Aug, Pp 
[Eine änder e Anfang, Errichte auf dem 
“einen Schenkel CG des gegebnen Winkels C im Schei, 
telpunkte, ein Peiperfdikel CI, und ziehe an den End. 
"punkten A, B'der gegebnen Linie, unter dem Win- 
"kel ICH, "owes Linien AO, BÒ, und zwar, wenn 
der gegebne Winkel ftumpf ift, unterhalb, wenn er 
Spitz ift, oberhalb der Linie ABe, Ein Kreisbogen, um 
ihren Durchfehhttispunkt "o ei fchricben, bildet den 
“verlangten Keeisabfchnitt AMB. 
’ Der der Winkel O am Mittelpunkte ift nach der ` 
“"Conftruction gleich aR — DICH *, Folglich it im * 1, 3r. 
zweyten Fall jeder Winkel im Kreisabfchnitt AMBhalb 
Zon grofs #d, hr gleich R^— ICH) ‘und alfo dem ge- * 23. 
gebnen Winkel C gleich. Im erften Fall ift jeder Win. 
"kel im Kreisabfchnitt AMB der halben Ergänzung die- 
Tes Winkels’ zu vier rechten, d h, R+ ICH, alfo auch 
dem gegebnen Winkel C gleich, ] 


[Zufatz: Bs find drey Punkte A, B „C gegeben, die F. 106, 
Jo liegen „dafs der, Mittelpunkt- der Kreifes der dure fie 
geht, zu weit abliegt, als dafs man ihn nach Aufgabe 13 
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dor elleng könnte; ans einem derfelben A, eine grade Linie 
zu ziehn, welche nach dem Mittelpunkte diefes Kreifes zu 
läuft, 

Verbinde die drey Punkte durch grade Linien, 
und ziehe durch A die grade Linie AD, unter einem 
Winkel BAD, welcher dem Winkelan dem gegenüber- 
liegenden Punkte C gleich ift; fo ift ein Perpendikel 
suf AB im Punkte A, die ‚gefuchte Linie, — Denn 
der Winkel C ift in dem erwähnten Kreife-ein Winkel 
am Umfange, der den halben Bogen AB zum Maafs hat. 
Dieter ift folglich auch das Maafs des Winkels BAD, 
mithin mufs, da BA eine Sehne ift, AD.eine Tangen- 

Sat Z, Leder Kreifes im Punkte A feyn $. alfo das Per- 
pendikel AM nach dem Mittelpunkte des Kıeifes 
* 19 laufen *.] 


[a U F'GABEE 17) 
Ein Dreyeck, welches mit einem gegehnen Dreyeck 
e 107. POR gleichwinklig ift, 1) in einen gegebenen. Kreis 
einzufchreiben, und 2) um einen gegebenen Kreis zu 
anjchreiben. 

1. Nach dem Punkte A der Kreislinie, welcher 
einer der Winkelpunkte des einzufchreibenden Drey- 
ecks werden foll, ziehe den Halbmefler OA, und tra- 
ge den Winkel Q zweymal neben einander,am Punkte 

"Aufg.4 O diefer Linie *. Durchfchneidet der dritte Schenkel 
den Kreissin B, fo ziehe AB und mache den Winkel 

ABC gleich P, fo it, wenn. man AC zieht, ABC das 
verlangte Dreyeck, welches mit dem gegebenen. PQR 
gleich: 
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gleichwinklig ift. Denn, der Winkel C i@ gleich der 
Hälfte des Winkels AOB * , folglich gleich. Q.- Da 
auch B gleich P ift, fo müflen die dritten Winkel R, 
A ebenfalls gleich *, allo beyde Dreyecke unter ein- 


ander gleichwinklig feyn. 


‚Eine andere Auflöfung. Ziehe durch A eine 
Tangente; GH an dem gegebnen Kıreife *, und mache A 
am Punkte A den Winkel GAC gleich P, den Win- 
kel HAB gleich Q, und ziehe IC, fo if ABC das ge- 
fuchte Dreyeck. Denn die Winkel, welche die Tan- 
gente mit den beyden Sehnen, die durch den Berüh- 
rungspunkt gehn, bildet, find den Winkeln in den 
entgegengefetzt liegenden Abichnitten gleich *, alio 
B = GAC = P und C= HAB = Q, und fololich if 
das eingefchriebene Dreyeck ABC mit dem gegebenen 
POR gl: eichwinklig, 


2. Verlängere eine Seite DO des gegebenen Drey- 
ecks ‚und mache DOE = -RQS und DOPE RPT, 
Durch D, E'und F ziehe man Tangenten an dem ge- 
gebnen Kreife, fo bilden’ diefe das gefuchte Dreyeck 
ABC ; welches dem Kreife amföhrieben, und mit dem 
gegebenen PQR gleichwinklig il. — Denn da bey 
D, E, F rechte Winkel find, fo find dieeinander 
gegenüberftebenden Winkel in den Vierecken DOE 
und ADOF in jedem zufammengenommen Zwey rech- 
ten Witikel:gleich * Folglich B gleich dem Neben- 
winkelr von RQS, d. h, gleich Q, und A gleich dem 
Nebenwinkel von RPT, d. he gleich P. Mithin ift 

OL , 


SÉ? 
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das umfchriebene mit dem gegebenen Dreyeck gleich- 


winklig. 


Aas. At Baak "Jet Re 


Einen Kreis, 1) in ein gegebnes Dreyeck ABC 
einzufchreiben; 2) um ein gegebnes Dreyeck zn un- 
Schreiben. 

F. 108. I. Theile 1wey der Winkel des Dreyecks, A, B, 

durch die graden Linien AO, BO, welche fich in ei- 

* J: 24. nem Punkte O fchneiden müflen *, in zwey gleiche 

Theile; fälle vom Punkte O auf eine der Seiten des 

Dreyecks ein Perpendikel OD, und befcbreibe mit OD 

als Halbmefler, um O als Mittelpunk, einen Kreis; 

fo ift diefer der gefuchte, in dem Dreyeck ABC ein- 
gelchriebene Kreis. 

Derfo gefundene Punkt Ofteht nemlich von allen 

Seiten des gegebnen Dreyecks gleich weit ab, indem 

die Perpendikel-auf die Seiten des Dreyecks, "OD, OE 

und {o anch OD, OF, gieich find. Denn fie find Ka. 

theten in rechtwinkligen Dreyecken ODB, OEB und 


ODA, OFA, wovon die erften, fo wie die letzten, : 


fich wegen Gleichheit der Hypothenufen und eines der 
*1,19.62 {pitzen Winkel. decken *. Die drey Fuispunkte der 
Perpendikel, D, E, F liegen alfo im Uinfange der 
Kreislinie, welche um O mit dem Halbmeffer OD be. 


tE. 2y, fehrieben it *. Dieie Kreislinie berührt folglich die; 
drey Seiten des Dreyecks ABC *, und ift daher’ in. 


EE 
* E. 10, dem gegebenen Dieyeck eingeichrieben *, 


2, Die Methode einen Kreis um ein gewebenes 
` oO 
Dreysck zu befchreiben, Geht in Aufgabe 12, 


z 
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[Zufatz I. Zieht man noch CO, fo decken ch 
auch die beyden rechtwinkligen Dreyecke COE, COS, 
daher die Linie CO den Winkel C ebenfalls halbirt. 
Folglich durchfehneiden fich die graden Linien , welche die 
Winkel eines Dreyecks halbiren, alle drey in einem Punkte, 
und zwar in dem Punkte, welcher von allen drey Sei- 
ten gleich weit entfernt if, und deshalb einem Kreife, 
der dem Dreyeck eingejöhrieben wird, zum Mittelpunkte 
dient, Diele Linien zertheilen das ganze Dreyeck in 
drey kleinere Dreyecke, wovon ein jedes über eine 
Seite des Gräfsern als Grundlinie feht, und worin die 
Perpencikel aus den Spitzen auf die Grundlinien gleich 
find.] 


[Zufatz II. Die Seiten des Dreyecks werden 
durch diefe Perpendikel fo zerfchnitten, dafs 1) an je- 
dem Winkelpunkze gleiche Stücke anliegen, und 2) jedes 
abgefehnittene Stück fammt der vegemüberliegenden Seites 
dem balben Umfang des Dreyecks gleich ifl. Das eıltere 
folgt aus der bewiefenen Deckung der kleinen rechts 
winkligen Dreyecke, und hieraus wiederum die zweyte 
Behauptung, Denn bezeichnet man den halben Umfang 
des Dreyecks mit S, fo it S = AD + BE + CF, und 
{etzt man in diefem Ausdruck der Folge nach, fatt 
der darin vorkommenden Linien, das Stück an dem- 
felben Derchfehnittspunkt , welches Abr gleich ift, 
fo erhält man für den Azlben Umfang S eines Dreyecks, 
folgende Ausdrücke | 
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S = AD + BE + EC = AD + BC = AF -+ BC 
Ee SR TCE SS BE 2 AL = BD AC 
S=-AD+BD+ CF=CF+AR= CE -+AB 
Und daraus laffen fich umgekehrt wieder Ausdrücke 
für die Gröfse der abgelchnittenen Stücke ableiten, 
welche uns in der Folge von Nutzen feyn werden, 
AD = AF = S — BC | 
BE=5D=S-— At 
CF = CE = S5 — AB. 


GEM [Zufatz II. Vergleicht man. die Lage des hier 
betrachteten Durchfchnittspunkts (O) dreyer grader Li- 
nien, welche die Winkel eines Dreyecks halbıren, mit der 

Lage des gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunkts (C') 

dreyer Perpendikel, welche auf der Mitte jeder der drey 
Seiten eines Dreyecks errichtet find*, oder was das- 
` felbe fagt, die Lage der Mirtel punkte des dem Dreyeck 
eingefcbriebeuen, und des umjchriebnen Kreifes,; und mit 

dielen drittens den Punkt (P), worin die Perpendikel 

welche aus den Winkelpunkten eines Dreyecks auf die 
gegenüberftehende Seiten gefällt find, alle. drey fich 
Ze. durchichneiden *, und vierzens den Punkt ($), worin, 
wie wir inden folgenden Büchern (ehn werden, die drey 
graden Linien, die aus den Winkelpunkten nach den 
Punkten in, der Mitte der gegenüberftehenden Seiten 
gezogen werden, fich durchichneiden, (den Schwer. 
punkt des Dreyecks); fo erhält man folgende interes- 
fanten Sätze. 1) Im gleichfehbenkligen Dreycck liegen diefe 
vier Punkte in einer graden Linie, und zwar im Ferpen. 
dikel, welches aus der Abu ze des Dreyecks auf die Grund. 
dnie gefüllt wird, Denn dieles Perpendikel halbirt zu- 


EST EN, 213 


gleich den Winkel an der Spitze und die. gegenüber- 
ftehende Grundlinie *. 2) Im gleichjeitiges Drey- 
eck fallen diefe Punkte alle vier in einem Punkt zufammen, 
Denn jedes Perpendikel, welches aus einem Winkel- 
punkte auf die gegenüberftehende Seite gefällt wird, 


bs 


halbirt im gleichfeitigen Dreyeck diefe Seite und den - 


Winkel an der Spitze *. 
3) In keinem ungleichfeitigen Dreyeck liegen diefe Punk- 


te alie vier in grader Linie. Denn fonft müfßste eins der 
Perpendikel, welche aus den Winkelpunkten auf die 
gegenüberflehenden Seiten gefällt werden, zugleich 
diefe Seite und den Winkel an der ‚Spitze halbiren, 
da das Dreyeck denn nothwendig gleichfchenklig wäre. 

4) Der erfle O, und der vierte A, diefer Durch- 
fühnitespunkte (der Mittelpunkt des eingefchriebnen 
Kreifes, und der Schwerpunkt) biegen bey jedem Drey. 
ecke innerhalb deffelben; der zweyte, C', und dritte, Dr 
aber (der Mittelpunkt des umfchriebenen Kreiles, und 
der Darchfehnittspunkt der Perpendikel aus den Spi- 
tzen) liegen in fpitzwinkligen Dreyecken innerhalb , in 
ftumpfwinkligen aufserhalb des Dreyecks* und in rechtwink. 
ligen, jener auf der Hypotenufe, deier in der Spitze 
des rechten Winkels. ] 


Anmerkung, Ueber die Lage diefer vier merkwürdigen 
Punkte bey jedemDreyeck, hat L, Enler eine intcreflänte algebrai- 
{che Unterfuchung angeftellt, (Solutio facilis problematum quo- 
raundam geometricorum difeillimornm in den Nov. Comment 
Ac, Sc. Petropol. ad. A. 1765) in welcher er den fehr netten 
Satz darthur, dafs in jedem Dreyeck drey diefer Punkte, nemlich 
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C, Paad S in grader Linie liegen, und zwar fo, dafs immer S 


zwifchen C’ und P liegt, und PS das Doppelte von C'S, oder 
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PS = 2. C'S it, wie man diefes auch in unferer fier wahr- 
nimmt, Hat man alfo zwey diefer Punkte, fo findet man den drit- 
ten durch eine fehr leichte Conftruction. Auch lehrt Enler in 
diefer Abhandlung, wie man, wenn die dreg Punkte G; P, S 
gezcben find, aus der Lage diefer drey Punkte das Dreyeck 
ABC finden kann, welches von der Auföfung einer, Cubifchen 
Gleichung abhängt, deren drey Wurzeln de Zahlausdrücke für 
die Seiten cliefes Dreyecks find, 


d. U 
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E, 109, Das Perhältnißß ziweyer grader Linien AB, CD, 


weiche gegeben find, in Zahlen auszudrücken, oder 
das Zahlverhältnifs diefer Linien zu finden. 


Trage auf die gröfsere Linie AB, die kleinere CD 

"Paien fo oft ftetig nebeneinander, als es angeht *, wir wol- 

len fetzen zweymal. Wird jene durch diefe nicht ge- 

nau gemsflen, fo bleibt ein Stück BE, kleiner als CD, 
übrig. 

Trage ferner auf CD diefen Reft BE wieder fo oft 
ftetig nebeneinander, als es angeht, in unferm Fall 
einmal, da denn aufs neue ein Ret DF bleibt, der 
kleiner als BE if. 

Trage diefen zweyten Ret DF wieder auf den er- 
ften BE fo oft es angeht nebeneinander , in unferm 
Fall einmal, wobey der Reft BG bleibt. 

Trage diefen dritten Reft BG wieder auf den ıwey- 
ten DF fo oft es angeht nebeneinander, und fo fahre 
fort, 

[Bey diefem Verfahren kömmt man nun entweder 
zuletzt auf einen Reit, der den vorhergehenden genas 
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mifst, oder man erreicht nie einen felchen Reff} fo lange 
man auch fortfährt , welches letztere, wie wir im 
folgenden Buche fehn werden, allerdings bey gewiifen 
Linien der Fall ift. 

Erfier Fall. Kömmt man endlich auf eisen Reff 
der den vorhergehenden genau mifst, und folglich in ihm 
nach irgend einer ganzen Zahl enthalten ift, fo if die- 
fer letzte Reß das gemeinfchaftliche Maafs der beyden gea 
gebnen Linien AB, CD, ‚Sieht man ihn als Einheit 
an, fo laflen fich alle vorhergehenden Refte, mithin 
AB, CD feibft, in Beziehung auf ihn als Zahlen aus- 
drücken, woraus fich denn das Zablverhältnifs der bey- 
den gegebnen Linien AB, CD findet. ` Und zwar ift 
deier letzte Bet das gröfste geimeinfcbaftliche Maas der 
beyden gegebnen Linien, und daher ihr fo gefundnes 
Zahlverhältnifs fogleich zu kleinften Zahlen (in Primzah- 


len unter fich) ausgedrückt.] 


Denn gefetzt in unferm Beyfpiele fey BG jener 
letzte Ret, welcher den vorhergehenden DF genau 
mifst, und zwar fey BG genau zweymal in FD enthal- 
ten, fo if, wenn man BG zur Einheit nimmt, allo 
BG = ıfetzt, FD = 2; ferner, da FD und BG zufam- 
mengenommen gleich EB find, 1tEB=1.2+1=3; 
und da wieder EB und FD zufammengenommen gleich 
CD fnd, ìt CD = 1.3 + 2 = 5, und da endlich 
zwey CD und BE zufammengenommen gleich AB 
find, fo it AB =2.5 + 3 = 13. Folglich laffen 
fich alsdann die beyden gegebnen Linien AB, CD, in 
Beziehung auf BG als Einheit, durch die Zahlen 13 
und § ausdrücken; in beyden it BG nach ganzen Zah- 
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len enthalten, in AB 13 mal, in CD 5 mal, und die- 
fer letzte Reft ift mithin für beyde gegebne Linien ein 
gemeinfchaftliches Maals. 

Er ift aber auch ihr gröfstes gemeinfchaftliches Maaßs, - 
Denn wer diefes leugnen wollte, müfte behaupten. 
irgend eine grade Linie M > BG könnte ein gemein 
tchaftliches Maafs der beyden gegebnen Linien AB und 
CD feyn Nun aber wird ein Theil der Linie AB, 
nemlich AE, von CD gemeflen ( AE = 2.CD), folg- 
lich müfte auch der Unterfchied von AB und AE, d.h, 
EB, und da EB CF ift, auch CF von der Linie M 
gemeflen werden. Wird aber CD und zugleich das 
Stück derfelben CF von M gemeffen, fo mufs noth- 
wendig auch das zweyte Stück FD = EG von M ge- 
meflen werden, und da das wieder eben fo bey 
EB und dem Stück EG der Fall ift, fo mufs auch ihr 
Unterfchied GB von M genau gemeffen werden, folg- 
lich Meniwedera'gleich oder kleiner als BG feyn, welches 
der Vorausfetzung dals M > BG fey widerfpricht. Es 
ift alfo kein gröfseres gemeinfchaftliches Maafs bey- 
der Linien AB, CD möglich, als der fo gefand:ne 
letzte Ret BG, diefer mithin ihr gröfstes geimeinichatt. 
liches Maas, 

Aus diefem Beweife erhellet zugleich, 1) dafs jede 
Linie vl, welche zwey gegebne grade Linien AB, CD genau 
mifst, auch ihr gröfsses gemeinfchaftliches Maat? GB ge- 
nau meflen müjle. — 2) Dat die beyden Zahlausdrücke 
der gegebnen Linien AB, CD, welche auf diefe Art 
gefunden werden (13 und 5) keinen gemeinfchaftli- 


chen Factor haben können, alfo Primzahlen unter fich 
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find, und das Verbälmifs beyder Linien in kleinen Zahlen 
13:5 ausdrücken.) | 

Diefes Zahlverhältnifs bet aus, daß die beyden 
Linien grade fo wie diefe, beyden Zahlen zus einander 
entltehn, und dafs folglich, wenn AB in 13 gieiche 
Theile getheilt wird, 5 fölcher Theile die Linie CD 
ausmachen. Nähme man daher nicht BG fondern AB 
zur Lineareinheit, fezte alfo AB ı, fo mülte CD 
durch den Bruch i3 ausgedrückt werden, indem dann 
CD 5 folchen Theilen, wovon in der Lineareinheit 
i3 gleiche enthalten find, gleich feyn würde. Und 
Leite man umgekehrt CD = r fo wäre AB durch die 
Zahl $ auszudrücken. 

[Zweyter Fall. Kömmt man auf keinen Be der 
den nächfl vorhergehenden genan mijst, man mag. das 
angegebne Verfahren fo weit fortietzen als man nur 
immer will, fo giebt es für die beyden geyebnen Linien 
AB d CD kein gemeinfchafrliches Maa, d. h. keine Linie 
die felbft, oder deren noch fo kleine Theile, in bey- 
den Linien zugleich genau enthalten wären, und beyde 
find alfo incommenfirabel, wovon wir im folgenden 
Buche ein Beyfpiel an. dem Verhältniffe zwifchen ‚der 
Seite und der Diagonale einesQuadrats werden kennen 
lernen. Da alsdann beyde Linien fich nicht auf einer- 
ley Einheit beziehn, nicht durch einerley Einheit ,. oder 
noch fo kleine Theile derfelben, fich ausdrücken Tal 
fen; fo giebt es kein Zahlverhältnifs , wodurch erg Jolches 
incommenfurables Verhältnifs. fich völlig ausdrücken Bue, 
Vernachläfligt man aber den letzten Reft und nimmt 


z, B., wenn BG in dem vorhergehenden Reit FD zwar 
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nicht genau, aber dech beynahe zweymal enthalten 
it, an, es ley genau FD = 2 BG; fo findet man ein 
Zahlverhältnifls, welches von dem incommenfurablen 
nur um wenig abweicht, und das fich demfelben um 
fo mehr nähert, je weiter man auf dem angegebnen 
Wege fortgefchritten ift, und je weiter der vernache. 
läffigte Reft hinaus fällt; fo dafs man in diefem Fall 
wenigftens on Zahlverhältnifs findet , welches dem 
Verhältnifs der incommenfurablen Linien fo nahe 
kömmt als man nur immer will, und das fich demfel« 
ben ohne alles Ende nähern läfst, wiewohl es daffelbe 
nie erreichen, nie völlig erfchöpfen kann. ] 


[Zufatz I, Diefer Satz begründet die Methoden 
grade Linien unmittelbar zu meffen, und fich über das 
Verhältuifs zweyer grader Linien völlig ins Klare zu brina 
gen. Diefes ift man nur dann, wenn man weils, wie 
oft die eine Linie die andere, oder einen beffimmten 
Theil derfelben, in fich enthält, wenn man alfo das 
Zahlverhältnifs beyder kennt, und um diefes zu erfor- 
fechen mois man die eine Linie mit der andern, oder 
mit einem Theil derfelben, als Einheit vergleichen ; 
grade darin befteht aber das Meffen. Diefes kann man 
entweder auf die Art, welche hier gelehrt ift, bewerk- 
ftelligen, indem man Reft auf ket nebeneinander 
trägt; oder man hat einen Maafsflab d.h. eine grade Li- 
nie, welche nach irgend einer Lineareinheit und deren 
Theilen, fo klein als man fie zur jedesmaligen Ab- 
ficht nöthig hat, eingetheilt it (z. B. nach Zellen und 
Decimal - und Centefimaltheilen desZolls.) Trägt man 
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die gegebne zu meilende Linie auf den Maafsftab auf, 
fo Debt man fogleich wie viel dieler Lineareinheiten 
und deren Theile fie enthält, z.B. 8,25, erhält alfo 
auf diefe Art mit gröfster Leichtigkeit den Zahlansdruck 
der gegebnen Linie in Beziehung anf die angenomnine 
Lineareinheit des Maafsftabs. Verfährt man eben fo 
mit der zweyten Linie, fo findet man auch ihren Zahl- 
ausdrock in Beziehung auf diefelbe Lineareinheit, 
2, B. 14,75 und dann iftidas Zalserhiltnifs der beyden 
segebnen Linien 8» 25 : I4, 75 oder 33:59. ] 


[Zufatz II. Geletzt wir fehn die gröfsere der 
beyden gegebnen Linien AB, CD als Lineareinheit 
an, fetzen allo AB = 1, fo it der Zahlausdruck von 


CD,d.h. ED} ein Schier Bruch, der in unferm Fall, wo: 
AB 


AB die Linie CD zweymal und noch das Stück EB in 


CUES TAi a 
fich enthält, gleich ift, jene: “TE » indem 


CD 
der Bruchwerth unverändert bleibt, wenn Zähler und 
Nenner durch einerley Gröfse dividirt werden. Nun 
aber war CD = EB + FD, EB = FD AGB and: FD 


EB ep EB 3 I FD e? 
z» 2GB, alfo E Bezeazcheaesch EB o 
EB 
eg, arte 
GEES 1468 "ED?! 


Folge nach in den erftern Ausdruck gefetzt, geben 
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wenn überhaupt AB = m . CD + EB, CD =n, EB 
+ FDyEB=p.FD-+- GB und FD=q.GB if;) 
fo dafs alfo auf diefem Wege die eine Linie in Bezie. 
hung auf die andre als Einheit, durch einen Stufen. 
bruch ausgedrückt wird, defen Werth fich entweder 
aus der Lehre von der Addition und Divifion der Brü- 
che in jedem Fall finden, oder durch eine allgemeine 
algebraifche Formel darftellen, und, nach ihr berech- 
nen läfste Und zwar ift diefe Formel folgende CD = 
GEIDRET 

CI- pq) mn-ıa) 
man den Werth des BruchsStuffenweife vom unterften 


` wie man leicht findet, wenn 


an, den Regeln der Bruchrechnung gemäfs entwickelt, 


U dä: I 
Ta Or a Farn -— Ce MPE H 
q q pri DOIT gtt 
q q 


u. f£. f. So berechnet ilt der Werth unfers Stuffenbruchs, 
CD = ;5.AB, wie oben, Wenn bey zwey Linien 
fich daithun liefse, dafs diefer Stuffenbruch, der die eis 
nein Beziehung auf die andre als Linezreinheit aus- 
drückt, ins Unendliche fortliefe, fa wäre dadurch, 
dem zweyten Fall gemäfs, die Incommenfurabilsät der 
beyden gegebnen Linien dargethan. Beyfpiele davon, 
werden wir im folgenden finden] 
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Anmerkung, Schon Euklid lehrt durch die Methode des 
erften Falls das größe gemeinfchaftliche Maafs zweyer grader Li- 
nien oder auch zweyer Zahlen jinden, erfteres gleich zu Anfang 
des zehnten Bachs, welches von der Incommenfurabilität ansge- 
dehnter Gröfsen bandelt, (Satz 3) letzteres an der;Spirze,des eriten 
feiner drey ariehmetifchen Bücher, (Buch Vi Satz 2), worüber- 
haupt diegerften Sätze, den erften Sätzen des zehnten Buchs parallel 
laufen, (und von denen Clavius meint, Euklid habe deis Bi cher 
blos zum Behuf des zehnten Buchs feinen Elementen einverleibr,) 
Ferner zeigt er „ıdafs.um dreyer Linien (X. 4.) oderedreyer Zabe 
len (VIL 331 gröfstes gemeinfchaftliches Manfs zu finden, man die- 
fes zuerit für,zwey derfelben, und. dann aufs neue für ihr gefun- 
denes Maafs und für die dritte Linie oder Zahl fuchen mis, 
Endlich beweift er auch, dafs wenn unler sweyrter Falleintritt, 
beyde Linien incommerfurabel Teen müllen- (X.2), opd dats, 
wenn. man die Methode auf zweygezebne Zablen überträgt, und 
man kömmt be Ahnen auf keinen Ret, gröfser als die Einheir, 
der in demenächt vorhergehenden? Reite. genau aufgeht, bey! 
folchen Zahlen etwas, Achnliehes Gar "finder; Vindemrfie dann 
Primzahien,unter fich find, und keinen gröfsern gemeinfchaftli> 
chen Factor ais die Einheit felbit-haben (VIl..ı.), , » 4 

` f N ad 

Die fernern Sätze, Code. dafs commenfurable Gröfsen fich 
wie Zahlen „ incanimenfurable Gröfsen hingegen nicht wie Zahlen 
verhalten , und, dafs umgekehrt alle Gröfsen für die Dech ein ge- 
naues Zahlyerhälmifs finden läfst, gucommenfurabel {eyn müffen, 
(X. 5-8. und VIL 4) find unmittelbare, ‚Folgerungen aus unferm 
Beweife. Und aus diefe: ı Sarzen Riese wiederum, das soen incom- 
anenfurable Gr dien mit jeder dritten, beyde zugleich eommenfura- 
bel oder incommenfurabel ‚And, und eine mit ihnen commenfu- 
rable Summe haben, und umgekehrt; ‚dafs hingegen, wenn von 
SEN commen/urablen Gröfsen die eine mit einer dritten. com- 
menfurabel ilt, ‚die andre mit ihr incommenfurabel feyn mu, 
und dafs bey de mit ihrer Summe incommeniurabel DH und um- 
g. kehrt (X. 12 - 17) 
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Diefe Särze dienen Euklid jedoch nut Zu einer Art von Ein. 
leitung in die Materie, welche den eigentlichen Gegenitand des 
echnten Buchs ausmacht, nemlich in die Unterfachung über die 
Abhängigkeit, welcke zwifchen der Commenfaurabilität und Income 
inen urabilitäz von Rechtecken oder Onadraten und deren Seiten 
flatt findet, Diefe Unterfuchung, die Euklid zur Theorie der 
regulären Körper braucht, ftelle er zwar mit grofsem ‚Scharfünn, 
aber auf einem ganz geometrifchen Wege an, auf welchem fie fo 
weitläufig und fchwierig wird, dafs man diefes Buch mit Recht 
für das fchwerfte in den Elementen hält, und dafs Wolf be- 
haupter ‚es fey fo dunkel, dafs ein Anfänger unmöglich das ge- 
singfte davon verftehn könne’, Seitdem man in der neuern Ma- 
thematikcin den Wurzelgröfsen ein Mittel gefunden hat, incom- 
imenfurable Gröfsen arizhmetifch darzuftelien , und fie als foge- 
nannte Irrationalzahblen mit unter die Zahlbegrifte aufzunehmen, 
$tchn uns weit,einfachere und leichtere Methoden zu Geboth, das, 
was wirıvon.diefer-Unterfachung brauchen können , aritlımetifch 
zu entwickeln und zu erörtern, ohne dafs wir der grofsen Menge 
von Diffineriönen Zwifchen irrationalen Linien verfchiedner Art, 
des Heers.son Kunitwörtern welche deis Materie bey Euklid 
befonders erfchweren, und des zehnten Theils der Sätze die bey 
Euklid vorkommen, von Nöthen hätten; eine Erleichterung die 
befonders dahef rührt, dafs wir, Tor Rechtecke und Quadrate 
aŭs commenfarablen und incommenfurablen Linien, die Producte 

S UL, A, aus rationalen und irrationalen Zahlen betrachten *, 

An, u. Eukhidlehrtwie man zu jeder gegebnen Linie 13 verfchiedne' Ara 
ten von irrationalen Linien därftellen kann, die er insgefamnt genau- 
er unterfucht, und mit befondein abfchreckenden Runftwörtern bes 
zeichnet, (z. B. nach Lorenz Ueberferzungt Mediale, Binomiale, 
erfe und zweite Bimedaale | gröfsere und kleinere Irrationale, Apo- 
el, erfle nud zweyte Medialapotome; des Rationalen nnd Me= 
dialer Qxadratfeite, die zwey Mediale Gebende etc, (tte) , und 
zeigt, wie aufser diefen 13; (die fich nach unfrer Art insgefamnıt 

aus Rationalzahlen, Quadrat- urd Biquadratwurzein ausdrücken 


and zufammenferzen lafen) „noch unzählige ädre Itratichallie 
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nien entftehn,, die mit keiner unter jenen einerley find” (X. 116.)- 
(die nemlich auf Wurzeln vom Sten, ı6ten und fernern Graden 
beruhen, Der letzte Satz in diefem Buche thut dies Incominenfu- 
rabilität zwifchen der Seite und dem Durchmeffer eines Quadrats 
dar, Irrationallinien (ein Ausdruck:, den fchon Euklid hat) wel- 
che fich auf Wurzeln von andern Graden als dem aten, Aren. 
gten u. f. f. beziehn, (die man alfo weder durch einmaliger noch 
durch wiederholter Darftellung einer mittleren Proportionallinie, 
Sondern nur durch Auffindung zweyer mittlerer Proportionnllinien, ! 
u Lt, alfo nur auf Wegen, welche der Elementärgeomertie 
unzugänglich find *, finder, ) erwähnt Euklid mir keinem Wort WAT 
Seine Unterfuchung ilt alfo ‚fehr, engetchäpkt., {tatt dafs wir 
durch die arichmetifchen: Begriffe fie fogleich ganz allgemein füh- 
ren können, Ueberdem har Euklids Vortrag noch das Unanges 
nehme, dafs er, wie überhaupt die Alten, zur ganze Zablen 
kennt, und unter feinen Zahlbegriffen keinen für Brüche aufa 
nimmt, fo dafs wir feine Worte nicht in den uns geläufigeit Sinn 
nehmen dürfen (denn nach diefern fagten manche Sätze offenbare 
Falfckheiten aus), fondern erft in feine Begriffe von Zahlen über- 
fetzen müffen. Ales das träge ‘dazu bey, diefes Buch fär uns 
überlüfig und ungeniefsbar zu machen, Ueberhaupt if die Ma» 
terie in der Geometrie nur für die Art, wie Euklid die Theorie 
der regelmäfsigen Körper behandelt, von Wichtigkeit; was uns 
davon unentbehrlich Ht, findet man theils hier, theils in der 
Folge diefes Werks, Dem allen üngeachter, ilt folgendes Urtheil 
fehr ungerecht, welches der bekannte Peter Ramas in feinen 
Scholiis Mathematicis (lib. 21; ps 252.) über Idiefe Arbeit Euklidg 
fällt : ,,Materies decimo libro, propofita, eo modo. eft, tradia 
ta, nt in humanis literis atque artibus fimilem obfeuritatent 
nusguam deprehenderim,, obfenritatem dieco; hon Ad intellia 
gendum , quid praecipiat Euklides ;_ == fed ad perfpicieta 
dum penitus et explorandam; quis finis et ufus fit operi brut, 
ıns, (die Theorie der regulären Körper, quae generay fpèries , 
differentiae fint verum Jubjeetarum ; (Euklid verweilt fich une, 
itandlich dabey die Verfchiedenheit aller jener Iırationallinisu ing 
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Kiare zu ferzem) sòhii enim ungunam tam confafum vel involutum 
lugi vel audivi Andere Diop es dagegen als ein Meitteritück 
beharrlichen Fiefinns, und das mit Recht, gehört ee auch für 
uns nur zw den blofsen Sciiauftücken, und zu den veralteren tült- 


zeuger Dm Zeughaufe der Wiffenfchaft, d U} 
AUFGABE. 20° 


We enn ziwey Winkel A, B gegeben find, ihr ge- 
meisjche tliches Maajs,, und daraus ihr Zahlverhält- 


Ti ee: 


nijs; zu finden. 

Man beichreibe mit gleichem Halbmeffer um die 
Scheitelpunkte beyder WinkelKreisbogenCD, EF, fo 
sn, Z, find diefe das Maafs beyder Winkel *. ` Mir dien 


bey den Kıeisbogen verfahre man fo, wie in der'vori- 


gen Aufg abe mit den beyden graden Linien, und das 
AU immer möglich, da Kreisbogen, die mit, gleichem 
Halbmeffer beichrieben ind, gehörig gelegt lich de- 
e ; cken ralfo ineinander fallen’*, und Deh mittelftrihrer 
Sehnen einer auf dem andern Dez nebeneinander legen 
wt? aan % Auf diele Art Dndet man logleich das erëite 
gemieinfehaft: "ehe Maafs oD beyder Bogen, wenn es eins’ 
gielt „und ihr Verhältnils ` in, den kleinfen Zahlen 
- A.1q. ausgedrückt *. Dieles, iĝ ‚angleich das Verhältniis der 
Wée beyden gegebenen Winkel A. PB, de ch Dez wie 
x an jene Bogen verhalten *%% Der Winkel OAD)" delen 
Schenkel das gemeinfchaftliche Maafs beyder Dozen 
umfpannen, ift zugleich das grölste gemeinfehaftliche 

Maafs diefer beyden Winkel. 
Haben die beyden Bogen-CD, EF, die man auf 
diefe Art mit einander vergleicht, kein gemeinichattli- 
; ; ches , 
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ches Maafs *, fo nd he, und die Winkel A, Bde; HA. ra 
ren Schenkel diefe Bogen umfpannen, incommenfura- BS a 
bel, und dann giebt es kein Zahlverhältzifs „ welches 

dem Verhältnits deier Bogen, und deier Winkel völ- 

lig entfpräche. Allein man findet dann, wie in der 
vorigen Aufgabe, Zahlverhältniffe, die fich ihrem wah- 

ren (irrationalen) Verhältnifle immer mehr und ohne 
Gränze nähern, je weiter man das angegebene Verfah- 

ren fortgefetzt hat; folglich Zahlverhältnifle, die man 

zum Gebrauch Dart des irratıionalen Verhältnifles fetzen 

kann, 


[Zufatz. Um den unmittelbaren Zahlausdruck eines 
gegebenen Winkels in Theilen des rechten Winkels, als dem 
feftigefetzten Maafse alle Winkel zu finden, braucht 
man nur auf diele Art das gemeinfamme Maai und 
das Zahiverhältnifs zwifchen dem Bogen, der den ge- . 
gebenen Winkel mifst, und der Kreislinie, oder dem 
Quadranten, aufzufuchen. Gefetzt man findet fo das 
Zahlverhältnifs des Bogens und der Keeislinie 3:25, 
alfo des Bogens und des Quadrenten 3: = , fo if der 
Winkel Z von vier rechten, oder 3% Kaes rechten 
Winkels, ist fich alfo durch den Broch 22 ausdrü- 
eken, in fo fern wir den rechten Winkel zum allge- 
meinen Maafs, zur Einheit der Winkelgröfsen, ma- 

chen. Oder nimmt man den neunzigften Theil des 
rechten Winkels, d, h, einen Grad, und deflen Sexage- 
fimaltheile zum. allgemeinen .Maafs, oder zur Einheit 
der Winkel *, fo läfst Geh jener Bogen durch die Zahl "22.2.5. 
23. go Grade = 187 + $ Grad = 187? 30° ausdrü. 

P 
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cken. Eben fo der Bogen den er umfpannt in Bogen- 
graden. Dabey mufs man fich denken, der Winkel ent- 
hält 187 Winkeleinheiten und 30 Sechzigtheile derfel- 
ben, der Bogen 187iBogeneinheiten und 30 Sechzig- 
theile derfelben; ein Ausdruck welchem alfo immer 
das Zahlverhältnifs des Winkels zuın rechten, und des 
Bogens zu Kıeislinie, zum Grunde liegt, wie wir das 
*22.2.3» umfländlich erläutert haben *. 

Gefetzt der gegebene Bogen B fey in dem Halb. 
kreife m {4) mal enthalten, mefe ihn aber nicht ge- 
nau, fondern es bleibe ein Stück übrig, welches in 
dem Bogen B felbft #(2) mal enthalten fey, und ei- 
nen Reft lafle, der in dem vorigen Refte, p (3) mal 
enthalten fey, fammt einem Bogenflück, welches 
wiederum von diefem Refte der gte Gre) Theil fey; 
fo it nach dem Zufatz der vorigen Aufgabe, B = 


I 2 Mäe a EL a dii ENE T, 
ar: - (atpq) G -+ mn-+mg) 

GË 

"ess 
q 

dE "92 , 1900 o 

PIE 1800 = 29 E go 3136” 
10 -25 SÉ? 25 


Diefes artige Verfahren, Winkel lediglich mit Hülfe des 
Zirkels zu meffen, trägt-Ichon Lagny in den Memoires 


de P Acad, des Sc. de Paris A.1724: P. 250 vor ` 


— —uIiiaim— .. 


DEET ISS BUCH, 


DER INHALT GRADELINIGER 
‚FIGUREN. 


"  TDiefes Buch befchäftigt fich mit Unterfuchungen über den 


Inhalt der gradelinigen Figuren, worauf fich alles Ausmeflen und 
Ausrechnen dieier Figuren gründer, und mit Vergleichungen des 
Inhalts von Figuren, befonders von Rechtecken und Qnadraten, 
welche über Linien von einer gewiffen Eintheilung, oder über 
Seiten beftimmter Figuren, oder über Linien im Kreife befchrie- 
ben find; Vergleichungen aus denen fich nicht nur manche in- 
terelfante Eigenichaft deier Figuren und des Kreifes ergiebt, 
fondern die auch für die folgenden Materien von groer Wich- 
tigkeit find, Le Gendre trägt überdem im dritten Buch 
die Lehre von der Achnlichkeit der Flächenräume vor; allein da 
beyde Materien durch meine Bearbeitung noch mehr als die in 
den vorigen Büchern (bis zum Dreyfachen und Vierfachen) an- 
gefchwollen find; fo verweife ich die letzte Materie ganz in das 
vierte Buch, Im Ganzen kennte ich zwar hier die Ordnung 
Le Gendres beybehalten, (nur dafs er die Sätze über dən Kreis 
welche am Ende diefes Buchs ftehn, und von denen bey ihm 
nur ein Paar vorkommen) aus der Lehre von der Achnlichkeit 
ableitet ; allein fein Vortrag ift fo mangelhaft, fo voller Lücken, 
und übergeht fo viele wichtige und zur feinern Kenntniis der 
gie nnentbehrliche Sätze, die zwar in Compendien, aber 
in keinem volllländigen Lehrbegrifi der Wilfenfchaft fehlen dër, 
fen, dafs ich diefes Buch gröfstentheils habe umfchmelzen, müjfen, 
Um indefs nicht die Gleichförmigkeit der Behandlung zu Rören, 
Pa 
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werde ich die Rolle des Ueberfetzers beybehalten, und was mir 
allein gehört, wie in den vorigen Büchern noch ferner mit diefem 
Zeichen { } umklammern l 


Gilbert 


Erklärungen 


l, 


Taf. IL [Die Höhe einer Figur wird durch den Ab- 
ftand zweyer Parallellinien beflimmt, wovon die eine 
durch irgend eine Seite der Figur (ihre Grundlinie) 
die andere durch den Punkt, oder durch die Punkte, 
der Figur geht, die am weiteften von diefer Linie ept- 
fernt find. Die Höhe einer Figur wird mithin durch das 
Perpendikel gegeben, welches man aus einem jener Punkte 


"1.16.£,1anf die Grundlinie oder deren Verlängerung füllt *, 
u. 27: 


e) Sind alfo zwey Figuren {o befchaffen , dafs, 
wenn man-ihre Grundlinien in grader Linie Dellt, ih- 
re Spitzen, oder ihre der Grundlinie gegenübertte- 
hende Seiten, in derfelben Parellellinie fallen, fo haben 
fie gleiche Höhe. , 


6) Umgekehrt laffen Figuren von gleicher Höhe 
fich immer zwifchen einerley Parallellinien fo legen, 
dals ihre Grundlinien in die eine, ihre Spitzen oder 
höchtten Seiten in die andre fallen, 


Wendet man diefe Sätze insbefondere auf das 
Dreyeck und auf das Parallelogramm an, fo ergeben 
fich daraus die folgenden Erklärungen. ] 
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Dr 


Nimmt man irgend eine Seite AB eines Dreyecks Fig. 1. 
ABC zur Grundlinie an *, fo ift das Perpendikel CD, "Eu, 
welches aus der Spitze, das heifst aus dem gegenü- 
beriiehenden Winkelpunkt C, “auf die Grundlinie 


oder deren Verlängerung gefällt wird, die Höhe des 
Dreyecks, i 


(oh Legt man die Grundlinien zweyer Dreyecke 
in grader Linie, und zieht durch ihre Spitzen eine 
grade Linie, fo find beyde Dreyecke von gleicher oder 
ungleicher Höhe, je nachdem diefe Linie mit der Grundlinie 


parallel läuft , oder nicht $, SE ts, 


E) Ift im rechtwinkligen Dreyeck die eine Kathete 
Grundlinie, fo {tellt die andere die Höhe dar. ] 


EP 
Nimmt man eine Seite eines Parallelogramms 
ABEC, z. B. AB zur Grundlinie *, fo wird der Abftand eg 
der gegenüberftehenden Seite CE von diefer Grundli- 
nie, (mithin das Perpendikel CD oder EF zwifchen 
diefen beyden parallelen Seiten oder deren Verlänge- 


sung) die Höhe des Parallelogramms genannt. Eben 


fo it die Höhe eines Trapezoid* das Perpen- ggg. 
dikel EF zwifchen den beyden ` parallelen Seiten def- Fig. 14, 
felben, deren eine man ftets für die Grundlinie an- 


nimmt. 

[Legt man die Grundlinien zweyer Parallelogramme Fig, e 
in grader Linie, fo liegen, ift die Höhe deier Paral- 
lelogramme gleich, die gegenüberftehenden Seiten 
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auch in grader Linie, und zwar in einer građen Linie, 
welche mit der erftern parallel läuft, und ift umge- 
kehrt diefes bey zwey Parallelogrammen der Fall, 
fo haben fie gleiche Höhe, Wa nicht fo ift ihre Höhe 
ungleich. ] 


4. 

Fig, a [In jedem Rechteck ABCD ftellen zwey an ein- 
ander liegende Seiten z.B. AB, BC die Grundlinie und 
die Höhe dar; denn je zwey Seiten deffelben ftehn 

"LE.19. aufeinander fenkrecht*. Im gleichfeitigen Rechteck, 
d. h. im Quadrat Delt alfo jede Seite zugleich 

* I. 34. Grandlinie und Höhe dar. — Dem im erften Buch * 
erklärten Kunftausdruck zu folge, it alfo jedes Recht- 
eck aus feiner Grundlinie und Höhe befchrieben , unter fei- 
ner Grundlinie und Höhe enthalten. 


; \ 
œ) Rechtecke aus gleicher Grundlinie und gleicher 

Höhe befchrieben decken fich, und haben gleichen In- 

¥ 1.34 halt *. Sind alfo die Gurndlinien AB, EFund die Höhen 
è 


` BC, FG zweyer Rechterke gleich, fo ift es auch der In- 
halt, und fie decken fich. 


Fig’ 3. B) Eben fo haben Quadrate über gleiche Linien AB, 
EF befebrieben, gleichen Inhalt, 


o) Haben umgekehrt zwey Quadrate gleichen Inhalt, 
fo haben fie auch gleiche Seiten und decken fich, Denn da 
fie beyde rechtwinklig find, fo kann man fie ‚fo auf- 
einander legen, dafs zwey Seen auf einander fallen, 
Wären nun die Seiten ungleich, wie z. B. AB, AK fo 
wäre das cine Quadrat; über AR = EFGH, nur ein 
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Theil des andern ACDE, und alfo wären beyde nicht 
gleich, gegen die Vorausfetzung: 


Co, U] 


5. 
[ ai Rechtecke von’ gleicher Höhe haben zufammenge- Tig, 2 
nommen gleichen Inhalt mit einem Rechteck AG von dera 
felben Höhe AR, deffen Grundlinie AH allen ihren Grunda 


linien zufammeugenommen gleich ift, 


Denn jene Rechtecke decken fich zufammenge, 
nommen mit diefem einen Rechteck, weil fich deflen 
Grundlinie AH aus den Grundlinien jener Rechtecke, 

z. B. aus AD, DE, EH, der Vorausfetzung gemäfs 
zufammenfetzen läflst. Errichtet man nemlich Perpen- 
dikel auf AH durch D und E, fo theilen diefe das 
Rechteck AG, in kleinere AC, DF, EG *, welche mi: “ILA ır 
den gegebnen gleiche Grundlinien und Höhen haben, 
fich alfo mit ihnen decken *, daher auch das ganze » Be 
Rechteck AG fich mit ihnen zufammengenommen 


deckt, und folglich mit ihnen gleichen Inhalt hat. 


BI Befteht überdem die zweyte Seite eines Recht- 
ecks aus mehreren Abfchnitten Al, IB etc, und man 
errichtet auch auf ıhr in den Theilpunkten Perpendi. 
kel IM etc., fo laufen auch diefe mit dem Seiten AH, 
BG, parallel *, durchfchneiden die parallelen Linien * I. ar. 
DC, EF, HG insgefammt rechtwinklig * und zerthei- etaett 
jen deshalb jedes der vorigen Rechtecke AC, DF, EG.. 
in kleinere Rechtecke*, welche die Abfchnitte der Sei- *LE.II 
te AB zur Grundlinie, und die erftern AD, die zwey- 


"134 


Fig. 4. 


Fig. 5. 
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ten DE ete. zur gemeinfchaftlichen Höhe haben”; dahe, 
das Rechteck aus zwey graden Linien AB, AH, die beyde 
aus mehreren Abfehnitten beflebn , gleichen Inkalt hat mit 
allen den Rechtecken zufammengenommen, welche aus je 
zwey Abfchnitten der einen und der andern befchrieben 
fed. 


y) Aus denfelben Gründen it der Unzerfchied 
zweyer Rechtecke von gleicher Höhe AF, AC einem Recht- 
eck DF von derfelben Höhe gleich, deflen Grundlinie 
ED dem Unterfchiede ihrer Grundlinien AC, AD 
gleich ift. 


ò) Und befleht eine grade Linie AB aus zwey Theis 
len AC, CD, fo find die Rechtecke aus der ganzen Lisie 
und jedem der beyden ‚Theile, d. h. Rechteck aus AB, 
AC und Rechteck aus AB’, CB, mit dem Rechteck 
aus AB’, und (AC -+ CB’) d. h. mit dem Rechteck 
aus AB’ und A5, alfo mit dem Onadrat aus der ganzen 
Linie AB, von gleichem Inhals, 


£) Hingegen it das Rechteck aus einer Linie AR, 
die aus den beyden Theilen AC, CB befteht , und aus ei- 
nem der beyden Theile, 2. B. aus AC, gleich dem Recht- 
eck aus AC’, CB und dem Rechteck aus AC’, AC, 
d, h. gleich dem Rechteck aus den beyden Theilen AC ACS, 
Sammt dem Quadrat des Theiles AC. 


It umgekehrt die Ergänzung eines Rechtecks cc, 
welches über einem Abfchnitt AC einer graden Linie 
fteht, zum (gleich hohen) Rechteck über der ganzen 
Linie ein Quadrat; fo it das erftere Rechteck aus 
den beyden Abfchnitten AC, CB der geg 


ebnen Linie 
befchrieben. (Euklid Lemma zu X, 18.) 
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Anmerkung, Die Sätze unter &, Ò, £ machen die drey 
erften Lehrfätze in Euklids zweytem Buch aus, wo fie mit um- 
fändlichern Beweifen, als es nörhig war, verfehen find. Le 
Ger dre übergeht fie und die Sätze unter 4 ganz und gar, und 
das fehr mit Unrecht, da fie die Fundamentalfätze über die Ver- 
gleichung des Inhalts gradeliniger Figuren enthalten, Ihrer gro- 
fsen Einfachheit wegen, habe ich fie hierher, und nicht unter 
die Lehrfärze geitellt. Datz man fie mit einer kleinen Modifica- 
tion auf alle Parallelogramme übertragen könne, Debt jeder, Sie 
find den einfachiten Sätzen der Buchftabenrechnung analog, und 
wir werden in den Zufätzen zum vierten Lehrfatze zeigen, in 
wie fern fie auf diefe hinauslaufen ; nemlich die in Erklärung 4» 
auf die Sätze, dafs, falls a = c und b= d ift, ab = cd und 


a2 = c2, und umgekehrt, wenn az = CS, auch a = c feyn 
mufs, Die in Erklärung e hingegen auf die Sätze, dafs ab + 
ac db ad... =al(brerd. dä femmer ab, — ac = a 


(B — cJ; und ills a = b + c ilt, a zc abta opd oe 
be + c2; und dafs endlich (a t b tc...) (eF f. Je aet 
be + ce Faf F bft cf.. it, d. U] 


6. 


[Erklärung über die Verhältniffe und Proportionen zwi- 
[chen ansgedehmen Gröfsen, und über dem wahren Sinn 
eines Produkts aus Linien. 


Wir baben in den beyden letzten Aufgaben des 
zweyten Buchs Methoden kennen gelernt, wie fich je- 
des Verkültnifs zwijehen zwey Linien, zwey Kreisbogen, oder 
zwifchen zwey Winkeln, auf ein gleichgeltendes Zahlver- 
hälinifs bringen läfst. Da nun ein Verhältnifs, z. B, 
zwilchen zwey Linien A, B, auf der Vorftellung be- 
ruht, wie oft die eine A, oder ein beflimmter Theil 


derfelben, in der andern B enthalten ift *, alfo auf + V. ı, 
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Vorftellung durch einen Zahlausdruck , (der "nach 
MI A.ı& Umftänden felbft irrational feyn kann*); fo fieht man 
ai leicht dafs es jenes Zahlverhältnifs ift, an dafs man fich 

halten mufs, wenn man über Verbältniffe und Proportionen 

zwilchen ausgedehnten Gröfsen, fich richtige Begriffe ma- 
chen will. 

Darauf macht auch Le Gendre aufmerkfam, als auf 
etwas, das zur Einficht in den wahren Sinn der fol- 
genden Sätze fehr wichtig it. „Bey allen Verän- 
drungen, fagt er, die man in diefem und dem folgen- 
den Buche mit Proportionen Zeichen ausgedehnten 
Gröfsen vornimmt, mufs man ftets die Glieder diefer. 
Proportionen als Zahlen. betrachten, deren jede fich 
aufihre eigenthümliche Einheit bezieht. Thut man 
das, fo wird man bey keinem diefer Verfahren, und 
bey keiner Folgerung die wir daraus zienn, anflofsen. ” 

Bey jeder richtigen Proportion A:B=C:D it, 
wie bekannt, das Produkt der äufsern Glieder A. D 
dem Produkt der innern Glieder B,C gleich, Das 
mufs alfo auch der Fall feyn, wenn diefe proportiona» 
len Gröfsen alle vier Linien oderA und BLinien, C und 
D Flächen, oder andre Ausdehnungen find, VOraNSges 
fetzt dafs man fich beyde Verhältniffe in gleichgelten- 
de Zahlverhältnifle verwandelt denkt. So kömmt man 
dann auf Produkte aus Linien oder auf Produkte aus Li. 
nien in Flächen u, d. m., doch immer nur unter der Vora 
ausfetzung, dafs die Linien, Flächen a, f. durch Zahlen aus- 
gedrückt find, indem man fie auf ein beflimmtes Maafs 
als Einheit bezieht. Aufser deier Rückficht hätten 
jene Begriffe keinen Sinn. Das Produkt aus zwey Li- 
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nien A und D ift alfo nichts anders als ein Zahlproduke, 
und zwar das Produkt aus den Zahlen, welche angeben; 
wie viel Lineareinheiten in A und wie viel deren íin B 
enthalten find, 


Eben fo it das Produkt aus einer Linie A in eine 
Fläche B nichts anders als das Produkt der Zalılen, 
welche angeben, wie viel Lineareinheiten in A und 
wie viel Flächeneinheiten in B enthalten find, ur} 


Anmerkung. Die wichtigften arithmetifchen Sätze über 
Verhältniffe und Proportionen, find Bach I, Erkl, 23 beyfammen gea 
ftellt, und man wird fich mittelit ihrer leiehr helfen können, 
wenn man bey einer arithmetifchen Vorftellung Ober die Ver- 
hältniffe in den folgenden Sätzen anftofsen follte. Ich verweife 
auf fie auch hier durch das Marginal V, z. B. V.4.%, worun- 
ter man einen der Sätze über die Verhältniffe zu verftehn hat, 
die B. I. Erkl. 23. unter 4, @ aufgeftellt find. Welchen? das 
wird jeder leicht herausfinden, di, U, 


/ 


7: 


[ Die Seiten zweyer Figuren, 1. B. die Seiten AB, Tig, 10. 
AD und AF, AE der beyden Rechtecke von gleichem 
Inhalt ABCD „ AFGE, find verkehrt proportional, wenn 
fie in einer folchen Abhängigkeit von einander ftehn, 
dafs in eben dem Verhältnifs als die eine Seite der ei- 
nen Figur gegen die eine Seite der andern gröfser it, 
i. B. AB-gegen AF, die zweyte Seite der erften Figur, 


AD, gegen die zweyte Seite AE der andern kleiner ift, 


oder dafs, wenn AB = m . AF it, AD = E: . AE 


i m 
feyn muis. 
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Dann verhält fich aber allemal AB : AF = AE: AD 

(indem die fo geitellten Verhältniffe alsdann beyde 

* V. 2 gleiche Exponenien m haben *) und mithin gehö« 
ren dann die Vorderglieder, fo wie die Hinterglie- 

der der beyden gieichen Verhältniffe, als Seiten zu 


verfchiednen Figuren. 


Grade fo können die beyden Abfchnitte zweyer zwey- 
theiligen Linien verkehrt proportional feyn. 

Anmerkung. Diefer Begriffift in der Arithmetik current 
und wird in der hier erklärten Bedeutung auch fchon von Euklid 
gebraucht, wiewohl von ihm fo wenig als von Le Gendre und 
den übrigen Geometern befonders erklärt. Eben fo mangeln bey 
ihnen die fruchtbaren Begriffe der folgenden Erklärung, ‚die 
gleichfalls aus arithmerifchem Boden herftammen. d. U.] 


$. 

[Zwey grade Linien find proportional getheilt, wenn 
in der einen die Theile nach demfelben Verhältnifs und 
in derfelben Anzahl und Folge wie in der andern vor- 

Fig. 15. handen find. So z, B. die beyden zweytheiligen Linien 
AB, AC, in deren jeder die beyden Theile in gleichem 
Verhältnifs unter fich und zur ganzen Linie ftehn, 
(AD : DB : AB = AE : EC: AC); oder die beyden 

Fig. 16. dreytheiligen Linien AB, AC, in deren jeder die drey 
Theile in gleichem Verhältnifs unter fich und zur gan- 
zen Lirie, und zwar in beyden in derfelben Folge, 
gedacht werden (Ab : bD : DB : AB= Ac: cE : EC: 
AC) 


ei Ueberhaupt nennt man die erften Theile ıweyer 
eingerheilten Linien, und die, welche von den erften 
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um gleich viel Stellen abftehn, alfo die zweyten, drit: 
ten u, f. f. übereinflimmende Theile, und eben fo die 
Gränzpunkte beyder Linien, und die welche von ih- 
nen um gleich viel Stellen abflehn, äbereinflimmende 
Theilpunkte. 8) Diefe liegen entweder in gleicher Folge, 
oder in verkehrter (entgegengefetzter‘) Folge wie z.B. wenn 
man in der einen Linie die Theilpunkte von der Lin- 
ken zur Rechten, in der andern von der Rechten zur 
Linken zählt. q) Zwey grade Linien find alfo unferer 
Erklärung zu Folge proportional getheilt, wenn 
die übereinffimmenden Theile in der einen daffelbe 
Verhältnifs untereinander und zur ganzen Linie, als 
in der andern haben. ò) Liegen die übereinflimmenden 
Theile in verkehrter Folge, fo pflegt man auch wohl 
zu fagen, dafs zwey folche Linien in entgegengefetzter 
Folge proportional find, 


Anmerkung. Ein Zeichen wie diefesa: b : c = d:e:f 
fagt aus, dafs je zwey der Gröfsen links vom Gleichheitszeichen 
unter einander daffelbe' Verhältnifs haben, als die beyden Grö- 
Gen die rechts vom Gleichheitszeichen in denfelben Stellen ftehn, 
z. B. die erften und zweyten, die eıften und dritten und die 
zweyten und dritten, Die obigen eingeklammerten Zeichen 
eharakterifiren alfo die proportionalen Eintheilungen zweyer Li- 
nien fehr gut, In fo fern eine Proportion in der Gleichheit 
zweyer Verhältniffe befteht, find in diefen Zeichen eine Menge 
Proportionen eingewickelt, von denen man die herausheben kann, 
die man zu der jedesmaligen Abficht, braucht, 

Da ferner die eriten Gröfsen a, din den zweyten b, e, und 
eben fo in den dritten c, f, u. f. beyde (dem Begriff der Gleich- 
heit unter, Verhältniflen gemäfs) gleich oft, ganz oder Theilwei- 
fe, enthalten fnd , und z. B. wenn b = maund c = na ift, auch ` 
€ = md und f = nd feyn mufs; fo ftehn dann auch die erften'Glie» 
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der, die zweyten Glieder, u. f, untereinander in demfelben Ver- 

hältnifs a : d = b : c = e: f etc; und it das der Fall, -fo 

find auch die Summen zweyer, dreyer oder aller übereinftimmen- 

der Glieder links vom Gleichheitszeichen und rechts von diefem 
"VÆ. Zeichen in demfeiben Verhälmifs *, 


œ) Diefes auf proportionale Linien angewandt, fieht man ao 
dafs in ihnen je zwey übereinffinmende Theile in gieichem Ver- 
hältniß ftehn, und fo auch die Summe je zweyer, dreyer, kurs 
beliebig vieler, und folglich auch die Summe aller, d. h, die 
ganzen Linien; en Satz den ich der Anwendung halber gleich 
mit in die Erklärung proportional gerheilter Linien aufgenommen 
habe. o 

È) Sind umgekehrt zwey Linien AB, AC fo eingetheile, dafs 
je zwey übereinflimmende Theile in demfelben Verhältnifs ftehn, 
Ab : Ac = bD : cE = DB : EC, fo find fie proportional ge- 
theilt. Denn dann verhalten fich die Vorderglieder aller diefer 
Verhältmifle zu einander, wie die Hinterglieder , und das macht 
das Weien einer propostionaien Theilung aus, 42,0%] 


—e um 


LEHRSATZ IÍ, 


Parallelogramme von gleicher Grundlinie und 


gleicher Höhe haben gleichen Inhalt. 


Fig, 6. [Man lege beyde Parallelogramme fo aufeinander, 
dafs ihre Grundlinien fich decken. Dann ftehn beyde 
über’ der gemeinfchaftlichen Grundlinie AB, und weil 
fie gleiche Höhe haben, fallen die Seiten DC, FE, 
welche der AB gegenüberftehn, in einerley Parallel- 

* E z linien mit der Grundlinie ART Und zwar liegen fie 
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entweder ganzrauseinander , oder fallen zum Theil 
aufeinander, welche Fälle die Figur beyde darftellt.] 


In jedem der beyden Parallelogramme find die 
gegenüberftehenden Seiten gleich; AD=.BC, AF = 
BE und DC = AB=FE; undda auch das gleich feyn 
mufs, was übrig bleibt, wenn man de gieichen Li- 
nien DC, FE beyde von der Linie DE abzieht, In 
ift auch CE = DES, Mithin find die beyden Drey- WEEN: 
ecke ADF, BCE untereinander gleichfeitig, müllen 
fich alfo decken *, und haben gleichen Inhalt; daher * 1, 1i 
auch ihr Unterfchied vom 'Frapez ABRED gleich feyn 
mufs. Zieht man aber von diefem Trapez das Drey- 
eck ADE ab, fo bleibt das Farallelogranım ABCD, 
und zieht man das Dreyeck BCE ab, fo bleibt das 
Parallelogramm ABED übrig. Folglich haben diefe 
beyden Parallelogramme, weil ihre Grundlinien und 
ihre Höhen gleich find, auch gleichen Inhalt, 


Folgerung 1. Jedes Parallelogramm ABED, Tig. t 
hat alfo insbefondre gleichen Inhalt mit einem. Rehreck 
CEFD, welches mit demfelben von gleicher Grundlinie und 
gleicher Höhe ift. 


Folgerung 2, Haben zwey Parallelogramme 
gleiche Höhe, aber ungleiche Grundlinie, fo ift das 
das Gröfsere, welches über der grölsern Grundlinie 
ftebt. Denn ein Theil deflelben , ift dann dem er- 
ftern gleich. i 


[Anmerkung, Diefer Lehrfatz läfst fich auch auf Tra- 


pezoide von gleicher Höhe *, deren parallele Seiten in beyden , E, 3 
gleich find, ausdehnen, und für diefe grade auf dielelbe Art A, 


beweifen,] 
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LEHRSATZ 2 


Se, te ` Der Inhalt eines Dreyecks ABC, ift halb fo grojs 
als der Inhalt eines Parailelogramins, welches mit dem 
Dreyecke gleiche Grundlinie und gleiche Höhe hat. 


[ Man ziehe durch zwey Winkelpunkte des Drey- 
ecks B, C Farallellinien mit den gegenüberftehenden 
Seiten, CE parallel mit AB, und BE parallel mit 
AC, fo entitcht ein Parallelogramm ABEC, welches 
mit dem Dreyeck ABC einerley Grundlinie AB, und 

gleiche Höhe hat, da bevde zwifchen denfelben Fa- 
e E. Ieyallellinien AB, CE liegen *. In diefem Parallelo- 
gramm ift BC eine Diagonale, Alfo find die Drey- 
e 1. 34. ecke ABC, BCE gleich *, und mithin. das Dreyeck 
ABC die Hälfte des Parallelogramm AEEC, Da 
aber mit diefem Parallelogramın ein jedes andere von 
gleicher Höhe und gleicher Grundlinie gleichen In- 

halt hat, fo gilt unfer Satz allgemein. ] 


Folgerung. 1. Der Inhalt eines Dreyecks ABC if. 
alfo ins befondre halb fo groß als der Inhale eines.Recht. 
sche CDFE, welches mit Dreyeck gleiche. Grandlinie AB 
und gleiche Höhe CD hat. 


[Folgerung 2 Alle Dreyecke von gleicher Grund- 
linie und gleicher Höhe haben gleichen Inhalt, «Denn fie 
{ind die Hälften von Parallelogrammen, die nach Lehrf. 


1. gleichen Inhalt haben müflen. 


[Zufatz. Haben "umgekehrt zwey Dreyecke ABC, 


DBC gleiche Grundlinie und gleichen Inbalt, Jo haben fie 
und 
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auch gleiche Höhe. Denn gefetzt fie hätten ungleiche, 
und zwar ABC die gröfsere Höhe, fo nehme man in 
einem der Schenkel des höhern einen Punkt G, der fo 
weit, als im andern Dreyeck die Spitze, von der 
Grundlivie abfteht, und ziehe von demielben nach 
dem gegenüberftehenden Erdpunkte der Grundlinie 
eine grade Linie GC, fo entitünde dadurch ein Drey- 
eck GEC, welches mit dem Dreyeck DBC gleiche 
Grundlinie und gleiche Höhe, alfo gleichen Inhalt, 
mithin auch mit dem Dreyeck DBC, wovon es doch ` 
nur ein Theil if, gleichen Flächenraum- hätte; wel. 
ches ungereimt ift. 


Die Spitzen aller Dreyecke von gleichem Inhalt, 
welche über derfelben Grundlinie BC fiehn, liegen 
folglich in einer Parallellinie mit der Grundlinie, und 
eine [olche Parallellinie AE ift der geometrifche Ort für 
diefe Spitzen oder für die Aufgabe, von zwey gegeb- 
nen Punkten B, C aus, zwey grade Linien zu ziehn, 
die tich fo durchichneiden, dafs das Dreyeck zwifchen 
dem Durchlchnittspunkt und den beyden gegebnen 
Punkten, eine , gegebne Gröfse habe. Alle Punkte 
der Parallellinie, und keiner der Punkte aufser ihr, 


thun dieler Aufgabe genüge *, (Apollonius 1. 3.)] "LE. an, 


LEHRSATZ 3 


Die Füchenräume‘ zweyer Rechtecke von gleis 
cher Flöhe, verhalten fich zw einander wie ihre. Grund« 
linien. 


Q 
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Lig, $. Wenn die Rechtecke AECD, AEFD beyde die Li- 
nie AD zur Höhe haben, [folglich fich beyde zwifchen 
zwey Parallellinien AB, DC legen laffen, deren Ab- 

* E. 3. ftand AD it*, ] fo, behaupte ich , verhäit fich der In- 

halt diefer beyden Rechtecke, wie ihre Grundlinien 

AB, AE. ` 

Denn gefetzt erffens die Grondinieon AB, AE find 
commenfurabel , fo ist Gch ihr Verhältniß in ein 
oleichgeltendes Zahlverhältniis verwandeln $, Diefes 


“IT A 19 


EFTE 


Fail ı, fey z. B. das Verhältnifs 7:4; fo mufs, wenn man 
AB in 7 gleiche Theile theilt, AE genau 4 folcher 
Theile enthalten. Errichtet man in jedem der Thel- 
lungspunkte ein Perpendikel auf der Grundlinie AB, 
fo entftehn dadurch 7 kleine Rechtecke (rectangles par- 
tiels) die allefammt gleiche Grundlinien und gleiche 
Höhe, folglich auch gleichen Inhalt * haben, und 
wovon 7 im Rechteck ABCD, 4 im Rechteck AEFD 
enthalten find. ‚Folglich verhalten fich diefe beyden 


Lenze 


Rechtecke zu einander wie 7 zu 4,allo wie die Grund- 
linien AB zu AE. Da fich diefelbe Schlufsfolge auf 
jedes andre Zehlverhältnils übertragen lälst, fo. verhal- 
ten fich allgemein; wenn die Grundiinien commen- 
{urabel find, die Flächenräume der Rechtecke von glei- 
cher Höhe, wie ihre Grundlinien, oder 


ABCD : AEFD = AB: AE. 


Tig Gefetzt zweytens die Grundlinien AB, AE find una 
NE. 9. r + 5 è . 
ter einander Ärcomzenfaradel, hätten kein gemeiniammes 
11-A.19 Maafs *, fo mufs demungeachtet diefelbe Proportiona- 
al. 2 jität zwifchen den Flächenräumen ünd den Grundli« 


nien Datt finden. Denn wollte man dieles läugnen 
3 
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fo müfste'man behaupten nicht AE; fondern irgend 
eine andre;Linie AO, die gröfser oder kleiner als AE 
it, fey die richtige vierte Proportionallinie zu den 
drey andern Linien. Wir wollen alfo fetzen dieles AQ 
fey um EO gröjser als AB, und es iey dana 

ABCD : AEFD = AB: AO: 
Theilt man nun die grade Linie AB in gleiche Theile, 
weiche kleiner ais LEO find *, fo mufs zwifchen E und "Ib A 5, 
O wenigftens ein Theilpunkt 1 fallen: Durch dicen ~ ° 
ziehe man äufdie Grundlinie fenkreeht IK, fo ent- 
fteht ein Rechteck AIRD; welches mit dem Rechteck 
ABCD gleiche Höhe hat, und deflen Grundlinie AI 
mit der Grundlinie AB commenfurabel it [indem der 
angenommne Theil beyde mifst.] Die Flächenräume 
deier beyden Rechtecke find alfo, nach dem was 
vorhin bewiefen it , den Grundlinien proportional, 
alfo | 

ABCD : AIKD = AB: Al 
Diefe Propertion hat mit der Vorhergehenden, gleiche 
Vorderglieder in beyden Verhältniffen. Alfo mülsıen 
die Hinterglieder proportional feyn *, ‚oder A ê 

AEFD :AIKD = AO: AL 

Nun aber ilt AI kleiner als AO, alfo müfste auch 
das Rechteck AIKD kleiner als das Rechteck AEFD 
feyn; folglich Al kleiner als AB, welches der Voraus, 
fetzung wideifpricht: Alfo kann keine Linie AU, 
welche gröfser als AE iff, die richtige vierte Propor- 
tionallinie zu den drey Gröfsen ABCD; AED; AB 
feyns 
Ha 
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Durch eine ähnliche Schlufsfolge beweift man 
dafs auch keine Linie welche Heiser als AE ift, die 
richtige vierte Proportionalgröfse fein kann. 

Nothwendig mufs diefes alfo AE felbfi feyn. 


Wie fich demnach auch in zwey Rechtecken von glei- 
chen Höhen die Grundlinien verhalten, immer find ihre Fla- 
chenräume ABCD, AEFD den Grundlinien AB, AE pro- 


portional, 


Folgerungı. Gleich hohe Rechtecke über incom« 
menfurabele Grundlinien befchreiben , find folglich 
ebenfalls incommenfurabel , indem ihr Verhältnifs 


x11, A, gleichfalls irrational ift *. 


19. CP 
Folgerung 2. Zwey grade Linien AC: CB verhalten 


fich fiets wie das Quadrat der einen, zum Rechteck aus 
beyden, alfo wie Qdrat AC: Rechteck aus AC, CB oder 
wie Rechteck aus AC, CB : Qdrat CB, (Eukl. X. Per, 
Lemma). Auch verhalten fie fich wie Rechteck 
AB,AC Rechteck AB, CB (Euklid X. 33.)] 


(Anmerkung, DerBeweis diefes dritten Lehrfätzes ftimmt 
in allem mit dem Beweis des »2iten Lehrfarzes in Zweyten Bu- 
che überein. Einige Bemerkungen über diefe Beweisart finder 
man dort in Zufarz LI 


LEHRSATZ 4. 


Fig, de? Die Fiächenrinme zweyer Rechtecke ABCD, 
AEGF verhalten fich zu einander wie die Produkte 
aus der Grundlinie eines jeden in deffen Höhe, oder 
es ift allgemein 


ABCD : AEGF = AB x AD: AE x AF. 
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[Man lege beyde Rechtecke fo an einander, dafs 
fie einen Winkelpunkt A gemein! haben, zugleich 
‘zwey ihrer Seiten AB, AE eine grade Linie bilden, 
und die beyden Rechtecke tich auf entgegengeletzten 
Seiten diefer Linie befinden. Da dann AD, AF auf 
demfelben Punkte einer graden Linie fenkrecht ftehn, 
fo liegen auch fie in grader Linie.*] Verlängert‘-man *Lı.Z.2 
die Seiten CD, GE bis zu ihrem Durchfchnittspunkt 
H, fo entfteht ein Rechteck AEHD, welches mit je- 
dem der gegebnen Rechtecke zwifchen denfelben Pa- 
rallellen CH, BE und DF, HG liegt *, mit ihnen *I.A.ır 
alfo einerley Höhe hat*, und deffen Flächenraum * 2. 3. 
fich deshalb zu den Flächenräumen jener Rechtecke, 
wie die Grundlinien EA, AB und DA, AF verhalten*, * 3. 
oder ; 

ABCD : AEHD = AB : AE 
AFIDO AEGE = AD Ar, 

Setzt man diefe beyden Proportionen zufammen *, {o eu. 4.3, 
erhält man, da aus den beyden erften Produkten der 
Zahlausdruck des Rechtecks AE HD als gemeinichaft- 
licher Factor hinausfällt, 

ABCD : AEGF = AB x AD: AE x AF*% "Eé 


[Alfo find die Flächenräume je zweyer Rechtecke 
den Produkten aus ihren Grundlinien in ihren Höhen 
proportional*, oder, was daffelbe fagt, das Verhältnifs * E 6. 
der Flächenrüume ift aus dem Verhältnifs der Grundlinien 
und aus dem Verhältnifs der Höhen beyder Rechtecke zit- 
farnmengefetzt * .) Vo 
[Folgerung 1, Haben die beyden Rechtecke ABCD, 
AEGF gleichen Inhalt, fo ftehn fie im Verhältnifs der 


*E6. 


$ V. H a 


* De SA 


MEOW 
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Gleichheit. Folglich müffen die Produkte aus den 
beyden Seiten , woraus fie befchrieben find, d h, die 
Produkte aus den Zahlausdrücken diefer Seiten*) eben- 
falls im Verhältnifs der Gleichheit tehn, oder es mufs 
AB x AD = AE x AF feyn, daher zwilchen diefen 
Zahlausdrücken ftets folgende Proportion befteht 
AB: AE = AF: Als 

Die Seiten zweyer Rechtecke von gleichem’ Inhalt find 
mithin flets verkehrt proportional *, 

Sind umgekehrt zieeyer Rechtecke Seiten, verkehrt 
proportional #, fo find ihre Hächenräume igleich. Denn 


verhält fich AB: AE = AF: AD, fo find die Produk- | 


* E. 6.te AB x AD und AE x AF gleich *, daher auch die 


VE) E 


wë: 


“Flächenräume beyder Rechtecke, welche dem Lehrfatz, 
zu folge, in demfelben Verhältniffe wie diefe Produkte 
ftehn, gleich feyn müilen, 


Hat man alfo vier proportionale Linien, fo if allemal 
das Rechteck aus den mittlern dem Rechteck aus den ‚äufsern 
gleich. ] 


ERT [Folgerung 2, Sind die Linien AB, CD, EF, 


GH, und Jo auch die Linien AK, CL, EM, GN, unter. 
einander proportional, Jo find anch die Rechtecke proportio- 
nal, weiche man aus den eren, zweyten dritten und vier, 
gen del: Linien befehreibt , oder 

Recht? AB, Aki: Rechtk, CD, CL — Rechtk, 

EP, EM : Rechtk, GH, GN, 

Denn aus der Zufammenfetzung der‘ beyden ge- 

gebnen Proportionen folgt ,' dafs dann auch die Dro, 


dukte aus den erften, zweyten, diitten, vierten diefer 
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proportionalen Linien *, proportional find, oder dafs “E 6 


{fich verhält AB x AK: CDx CL = EF x EM:GH x 
GN *. Nun aber if nach unferm Lehrfatz das erftere *Y+48. 
Verhäitnifs diefer Produkte, dem Verhältnifs des In- 
halts der Rechtecke, die aus den Linien in ihnen be 
Ichrieben find, gleich, (Rechteck aus AB, AR : Recht- 
eck aus CD, CL). Eben fo ift das zweyte Verhältnils 
diefer Produkte dem Verhältnifs der Rechtecke gleich, 
die aus den Linien in ihnen befchrieben find (Rechteck 
aus EF, EM: Rechteck aus GH, GN). Da nun bey- 
de Verhältnifse jener Produkte gleich find, fo And es 
nuch die Verhältniffe diefer Rechtecke, und. diefe vier 
Rechtecke find proporticnal. 

Insbefündere find alfo die Quadrate vier proportiona- 
ler Linien proportional, z. B. in unferm Fall (q. AK: q 
CL = q. EM : q. GN.) Denn find die Seiten der vier 
Quadrate proportional, fo find es auch immer ihre 
Grundlinien und Höhen *, e E. A 

Die Wahrheit deier Sätze erhellt unmittelbar 
auch daraus, dals unferm Lehrfatz zu Folge das Ver- 
hältnifs der Flächenräume von Rechtecken aus dem 
Verhältnifs ihrer Grundlinien und ihrer Höhen zufam- 
mengefetzt it. Denn ift dieles, fo müflen zwey 
Kechtecke untereinander daflelbe Verhältnifs, als zwey 
andere haben, wenn die Grundlinien, fo wie die Höhen 
der Erftern untereinander daflelbe Verhältnifs, als die 
Grundlinien und die Höhen der Letztern haben. ] 

FFolgerung 3. Sind umgekehrt vier Rechtecke, 
sind zugleich deren Grundlinien, proportional , fo oa 
auch ihre zweyten Seiten proportioual feyn ; 


TN Gë 


VILE 
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und flehn vier Quadrate in gleichen Verhältniffen 
(3, AK a, CL =q. EM: q. GN fo flehn durin auch 
ihre Seiten, ; 

Denn da nach unferm Lehrfatz Rechtecke fich wie 
die Produkte aus ihren Seiten verhalten, fo folgt 
durch Trennung * diefer Proportion und der, welche 
die Proportionalität einer Seite in den Rechtecken an- 
giebt, die Proportionalität der zweyten Seiten. — 
Insbefondere folgt aus der gegebenen Proportionali- 
tät der Quadrate, die Proportionalität der Produkte 
AK x AK : CL x CL = EM x EM:GN x GN, und 
daraus die Proportionalität der Seiten AK :CL = 
EM:GN *] 


Zufatz I, Die hier! erwiefene Proportionalitäe 
zwifchen den Flächenräumen der Rechtecke und den Produka 
ten aus ihren Seiten , berechtigetuns die Produkte aus 
der Grundlinie in die Höhe eines jeden Rechtecks zum 
Maafs des Flächenrsums der Rechtecke zu 
nehmen. Es verfteht fich, dafs hierbey von den Zahl- 
ausdrücken der Grundlinie und der Höhe, und von 
deren Produkten die Rede ift *; ‚d. h. von Produk- 
ten der Zahlen, welche angeben, wie viel L.inearein- 
heiten die Grundlinie, und wie viel deren die Höhe 


enthält. 


Bey diefem Maafs ift daffelbe als bey dem zu be- 
merken, welches wir in den Zufätzen zu Lehrfatz 22 
des zweyten Buchs für die Winkel aufgeftellt haben. 
Es ift nicht abfolut, fondern nur Beziehungsweife ein 


Maafs [oder vielmehr kein unmittelbares, fondern nur 
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ein mittelbares Maafs]. Es fetzt voraus, dafs man ir- 
gend eines andern Rechtecks Flächenraum auf diefelbe 
Art beftinmt, indem man die Seiten deflelben mit 
derfelben Lineareinheit mifst, und das{Produkt diefer 
Zahlausdrücke nimmt. Das Verhältnifs beyder Produk- 
te giebt dann das Verhältnifs der Flächensäume. End- 
hält z.B. die Grundlinie eines Rechtecks A 7, deffen Höhe 
3 Lineareinheiten , fo wird der Flächenraum diefes 
Rechtecks durch die Zahl 7 8,3 oder 21 vorgeftellt, 
welche Zahl einzeln und für fich nichts bedeuten wür- 
de, Hat man aber ein zweytes Rechteck, defen 
Grundlinie 12, und defen Höhe 7 Lineareinheiten 
enthält, fo wird der Inhalt-deffelben durch die Zah- 
len 12 x 7 oder 84 vorgeftellr; woraus man fchließen 
mıufs, dafs die Flächenräume beyder Rechtecke A und 
B fich zu einander wie die beyden Zahlen 2ı und 94 
verhalten, diefes alfo das Vierfache von jenem ift, ida 
dem eben bewiefenen zu Folge die Flächenräume 
zweyer Rechtecke fich wie die Produkte aus den . 
Grundlinien in die;Höhen verhalten, ] Gefetzt man 
käme darin überein, das Rechteck A allgemein als Ein- 
heit beem Metten der Flächenräume zu gebrauchen, 
[alfo die Gröfse aller Flächenräume dadurch auszu- 
drücken , wie vielmal fie das Rechteck A, oder wel- 
chen Theil deffelben, fie enthalten] fo wäre 8 oder A. 
das abfolute [vielmehr das unmittelbare ] Maafs des 
Rechtecks B, und das hiefse dann nichts anders, als, 
diefes Rechteck ift 4 foleher Flächeneinheiten gleich: 
Nun ift es allgemein gebräuchlich, und in’ der 
That am einfachften, ein Quadrat zur Flächeneinheit zw 


nehmen, und zwar braucht man dazu das Quadrat, des- 
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fen Seite die Lineareinheit ift, z.B. denQuadtatzoll, den 
Quadratfufs, die Quadratrutbe u, f, f. iWenn diefes 
einmal feftgefetzt ift, fo geht jenes mittelbare Maafs 
für den Flächenraum eines Rechtecks, durch die Pro- 
dukte der Grundlinie in die Höhe, in ein unmittelba- 
res über. Die Zahl 21, welche das Maafs des Recht- 
ecks A angab, bezeichnet dann 2r Flächeneisheiten, 
db, at Quadrate, deren Seite die Lineareinheit ift; 
und dafs ein Rechteck deffen Höhe 3 und deffen Grund- 
linie 7 Lineareinheiten gleich ift, in der That 2r fol- 
cher Quadrate- in fich enthalten müffe, fpringt fo- 
sieich aus Erkl. 5.2, und auch unmittelbar aus der 
Fige I2 Figur in die Augen, indem ein folches Rechteck fich 
mittelit Perpendikelaus den Theilungspunkten in 3 Ban- 
den, deren jede 7 kleine Quadrate falst, zertheilen 
laist. — Jeder anare völlig begränzte Flächenranm ift dem 
Inhalt nach irgend einem Rechteck gleich, [indem uns 
nichts hindert Rechtecke von: jeder möglichen Gröfse 
zu denken,] wird fich alfo ebenfalls, durch ein Produkt 
cus zwey Linien meflen laffen, [womit es denn immer 
die hier entwickelte Bewandtrifs hat, indem ein fol- 
ches Produkt zunächit den Inhalt eines Rechtecks giebt, 
das mit der andern Figur gleichen Flächenraum hat, ] 


[| Zufatz IL Sind wir berechtigt uns den Flä- 

já chenraum eines jeden Rechtecks ABCD durch ein Pro- 
dukt aus der Grundlinie AB in die Höhe BC vorzuftel. 
len; {o find wir auch befugt den Flächenraum eines 
Rechtecks durch diefes Produkt, oder durch AB x BC zu 
kezeichnen, indem wir die Zeichen für, die Grund- 


Fig. I 
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linie und die Höhe durch das Multiplfcationszeichen 
x verbinden, . Und diefes Zeichens wollen wir uns 
bai dro befländig bedienen um den Inhalt eines 
Rechtecks, das aus den Linien AB, BC befchribeen 
it, oder defen Grundlinie AB, defen Höhe BC ift, 
zu bezeichnen, : 

Ein folehes Produktenzeichnen zwever Linien z. B; 
EF GEH kann man alfo hinfüro nach Willkühr exzwe- 
der durch Produkt aus den beyden Livien EF, GH, oder durch 
Rechteck aus deg Linien EE, GH übeıfetzen. ` Beydes 
kömmt nach dem hier Erklärten auf eins hinaus, Un 
indefs nicht gänzlich in die rechnende Geometrie über- 
zutreten, wird es vortheilnafter deyn, wenn man lich 
im folgenden an die letztere Auslegung hält, und al- 
fo bey einem folchen Zeichen iets an ez Rechteck aus 
den genannten Linien denkt. Hierbey fällt es logleich 
in die Augen, dafs diefe Bezeichnung jär ain Flavnena 
raum eines Rechtecks, (welche aus den Zeichen der Sej- 
te mittelft einer arithmetiichen Beziehung abgeleitet 
it), lediglich unter der beaingung gültig und sinnvoll ift, 
unter der es allein erlaubt war, den Flächenraum 
eines Rechtecks als ein Produkt aus feinen. Seiten an- 
zuiehn;, nemlich unter der Vorausietzung, dais wir ein 
für allemal den Flichenraum aller Kechtecke mit einem 
Rechtecke (als Flächeneinheit) meflen, mut Zeien einer 
Seite wir alle Grundlinien, mit defen andrer wir alle 
Höhen gegebner Rechtecke vergleichen undausmellen; 
und zwar haben wir dazu ein für allemal das Ysadrat 
erwählt, welches über der Lineareinheit als Seite be- 


fchrieben it, Und fo it demnach der, arifümerifche 


BEE sven HI. 


Sinn diefes Zeichens AB x. BC, als Zeichen eines Flä- 
chenraums,' {tets fo zu erklären, wie wir es mit der 
Vortftellung felbft, worauf dafs Zeichen fufst, im vori- 
gen Zufatz gethan haben. 


Mit dem geometrifeben Sinn diefes Zeichens, bey 
dem wir ganz davon abfehn, dafs es eigentlich ein 
Produkt bedeutet, würden wir ohne die Sätze, welche 
die Folgerungen aus unferm Lehrfatze, befonders die er- 
fte, ausfagen, nicht weit reichen. Diefe berechtigen 
uns aber, grade fo, wie wir aus der Proportionalität 
von vier Zahlen auf die Gleichheit der Produkte der 
innern und äufsern Glieder ichliefsen, aus der Pro- 
portionalität von vier Linien AB: AE = AF : AD auf 
die Gleichheit des Flächenraums der Sait: aus den 
mittlern und aus den äufsern Linien ABx AD = AE 
x AF zu fchliefsen, und umgekehrt, abgefehn von 
aller arithmetifchen Befugnifs zu diefem Schlufse, 
Mitteift ihrer wird daher der Geometer in den Stand 
geletzt, die arithmetifche Anfıche der Abhängig- 
keit zwifchen Seiten und Inhalt der Rechtecke, gröfs- 
tentheils zu umgehn, und die Begriffe von Produkten 
aus Linien ganz zu vermeiden, Das thut Euklid, und 
die ihm folgen, daher fie auch das Rechteck nicht auf 
die Art wie unfer Verfafler, fondern durch ein den 
Eckbuchftaben vorgezeichnetes m oder Rect, bezeich- 
nen, z.B, II ABBC oder Rect. AC. Allein da das We- 
fen des Verhältniffes und der Proportion am Ende 
doch auf Zahl, alfo auf arithmetifche Vorftellungen be- 
ruht; fo dünkt es mich auf einen kleinen Mifsverftand 


hinaus zu laufen, wenn man aus der Lehre des Ver- 
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haltens und der Proportionalität ausgedehnter Gröfsen, 
alles Arithmetifehe verbannen und es darin forgfältig ver- 
meiden will. Höchtftens kann man es verftecken, wodurch 
aber diefeLehre wahrlich nicht erleichtert, fondern nur 
verdunkelt wird, Ueberdem müffen wir da, wo wir durch 
Zulammenfetzen linearer Proportionen oder durch Mul- 
tiplicationen auf Ausdrücke wie z. B. folgende kom, 
men ABxBCx EF x GH, doch nothwendig zum 
arithmetifchen Sinn unfere Zuflucht nehmen. Ich 
bleibe daher bey Ze Gendres Bezeichnung, (welche die- 
fer aus Tacguets und Wbiftens Euklid , oder vielmehr 
aus Simpfons Elementen, die fich ihrer durchgängig 
bedienen, entlehnt zu haben fcheint), und die eben 
durch den arithmetifchen Sinn, der zugleich in ihr 
liegt, vorzüglich und recht charakterifiifch wird. Hier 
im Lehrgebäude der Geometrie überfetzen wir das Zei. 
chen AB x BC durch Rechteck aus den Linien AB, BC, 
und das it der geometrifche Sinn deflelben». Dagegen 


brauchen wir es nur nach feinem erithmetifchen Sinn, 


als Produkt zweyer Linien AB, BC zu nehmen, om 
uns unmittelbar in die rechnende Geometrie zu ver- 
Setzen, ] . 


[Zufatz II. Produkte von gleichen Faktoren 
nennt der Arithmetiker Pozenzer, und zwar nach der 
Anzahl der gleichen Faktoren, die wir in ihnen den- 
ken, die zweyte, dritte Potenz u. f£ Das arithmeti- 
{fche Zeichen der zweyten Potenz aus einer Gröfse a ilt 
a”, der dritten Potenz a3, u. f. f.* œ) Ganz dem 
Geifte unferer Bezeichnung gemäls, werden wir daher 
den Flächenraum eines Quadrats, welches aus der Linie 


"LE 2g. 
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Fig. 4. AB befehrieben ift; ' mit ABE bezeichnen %), Denn als 
gleichfeitiges Rechteck-wird es durch: ein Produkt aus 
"Ze 1. zwey gleichen Faktoren, AB x AB gemeflen *, und 
moie alfo durch das ‚Zeichen der siene Potenz von 
"Se AB, bezeichnet werden *; eine ‚Bezeichnung, von der 
allesigilt, was wir über die vorige bemerkt,haben, und 
bey der man fich alfo allemal den Pächenraumn des über 
der Linie Ab. beichriebnen Quadrats denke, welches 
Euklid durch das Zeichen [DJ AB, andre, ze B Tace 
guet„durch ABg., wie mich dünkt nicht ganz fo vor- 
* Z. 2. theilbaft, bezeichnen %, 8) Mifst man ferner die Seite AB 
mit der.Lineareinheit , und verwandelt fie auf diefe 
Art er Zahlausdruck, fo enthält C) AIS. Ia viel über 
| der Liseareinheit befehriebene Quadrate (d. i. Flächenein- 
heiten) in fich, als, die zweyte Potenz jener Zahl ane 
x Z. 1. giebt *.— 7) Weijs man endlich umgekehrt den Zahlaus- 
druck eines Quadrats, DAB, in Beziehung anf die II. 
cheneinhait , fo giebt die Quadratwurzel aus diefer Zahl 
den Zablausdruck für die See AB diefes Quadrats in Li. 
noareinheiten. Diele beyden Sätze Springen auch durch 
Conftruction , mitteilt Erkl. 5. E dogleich ins Auge, 


E) Le Gendre fügt diefem Zeichen durchgänsig noch einen 
Strich über die beyden Buchftabe hinzu, z.B. AB + Allein 
da wir hinlänglich daran gewöhnt find, diefe Buchftaben 
fters als Ein Zeichen, nemlich als das Zeichen einer Linie 
anzufehn, folglich nicht zu fürchten haben, dafs jemand 
ein Zeichen wie AB? für folgendes A. (B)* nehmen, und 
als folches überferzen werde, fo it deier den Druck er 
{chwerende Zufarz ;, in den mehrften Fällen überflüligs 
Auch bedient fich Simpfon durchgängig des Porensenzeis 
chens ohne diefen Zutarz, ` 
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Denn enthältz. B. die Linie AB2 oder 3 Lineareinheitert 
in fich , fo läfst fich das Quadrat aus AB (d. h. AB DG 
oder AB’ D'C) durch Perpendikel , welche auf den 


r 


Seiten in den’ Theilungspunkten errichtet werden, in. 
2 oder 3 gleiche Banden zerfchneiden, deren jede im 
erften Fall aus 2, im zweyten sus 3 Quadraten befteht, 
welche über der Lineareinheit als Seite befchrieben 
find; enthält mithin im erften Fall 4, im zweyten 
9 foiche Flächeneinheiten in fich, Umfafst es umge- 
kehrt eine folche Zahl von Flächeneinheiten , fo ift 
defen Seite 2 oder 3 Lineareinheiten gleich. ] 


Anmerkung 1, Der Zahlausdruck eines jeden Quadrate 
ift alfo eine Quadratzahl, nemlich die zweyte Potenz aus dem 
Zahlausdruck der Seite; und der Zahlausdruck der Seite unge- 
kehrt cine Quadratwurzel, nemlich aus dem Zahlausdruch der 
Quadratfläche. Die Flächen sweyer Quadrate verhalten fich alfo 
zn einander fiets wie zwey Qnadratzahlen, nemlich wie die zwey- 
ten Porenzen aus dem Zahlausdruck der Seiten, und umgekehrt 
werbulten fich die Seiten zweyer Quadrate wie zwey Quadratwura 
sch nemlich wie die Quadratwurzeln aus dem Zahlausdrückeg - 
der Flächen. 


Hieraus folgt erfens, die Reduction verfchiedener Flätbenz 
maafse anf cinanders Alle unfere Tlächenmaafßse find nemlich 
Quadrate; verhalten fich alfo wie die, zweyten Potenzen der 
Zahlausdrücke ihrer Seiten, Enthält fo z, Be ı Rurhe 16 Fufs, 
ı Eufs 12 Zoll, 1 Zoll ro Theile in fich; fo gehn auf ı Quadrate 
ruthe 16° = 236 Quadratfufs, auf 3 Quadrafuls 122 = 14% 
Quadratzoll, und auf r Quadratzoll 10? = 100 Quadrattheiley 
und verhalten fich der Parifer und Rheinläudifche Fufs zu eins 
ander wie 1449 : 1391, fo ift das Verhältniis beyder Quadratlüfse 
wie 1446? : 1391” d. i, ungefähr wie 207 : 193, 


SU. 
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> Wiflen wir zweytens dafs ein Quadrat. z; B? ae oder 169 
Quadrarzoll enthält, fo it die Seite deffelben d 25 — 5 oder 
d r69 = 13 Zoll lang. Ift folglieh der Zahlausdruck eines Qua- 
drats in Beziehung auf ein anderes, als Einheit, keine Quadratzahl, 
z, B. 15, fo ift der Zahlausdruck für die Seite deffelben, in Re- 
ziehung anf die Seite des andern, einelrrationalzakl, Y Le: bey- 
de Seiten find allo zucommenfurabel. 


Drittens wird vermöge diefer Sätze und der analogen 
ım zweyten Zuľatze die ganze Theorie von commenfurablen nnd 
incommenfurablen Flächen, und deren Verhalten, auf die Lehre 
von den Jrrationalzahlen zurück geführt, (wovon: der eben auf- 
geftellte Satz ein Beyfpiel giebt, der bey Euklid X. 6, freylich 
anders ausgedrückt vorkömmt,) und mithin der eigentliche Ge- 


A genltand von Euklids zehntem Buch * aus der Geometrie in die 


19, a. Arithmerik verwielen. 


Anmerkung 2. Sowie unfere Bezeichnung für Rechtecke 
und Quadrate aus der Arithmetik entlehnt it, fo haben fchon 
die griechifeben Mathematiker (getlützt auf der Analegie des Pro- 
dukts aus zwey Linien,.und der Flache eines Rechtecks welches 
aus diefen beyden Linien befchrieben ift, fo wie zweyter Poten- 
gen und der Flächen von Qaadraten ) theils die Begriffe von Flä- 
Chen, Rechtecken, Quadraten und andre verwandte , aus der 
Geometriein die Arithmetik , theils umgekehrt die arithmetifchen 
Begriffe des Multiplicirens auf gecmerrifche Conitructionen über- 
wagen, Nach diefer Analogie nennen fie z. Bin der Arithmetik 
ein jedes Produkt aus zwey Zahlen eine Flächenzahl, die zwey- 
te Potenz einer Zahl ein Quadrat, und die Divifion einer »Zakl 
in die andre, Appkicatio numeri ad nnmeram, nach der Aehnlich- 
keit mir dem Verfahren in Aufg. 3. am Ende diefes Buchs, 


Umgekehrt. deuten fie (oder vielmehr die Geometer des Mit- 
telalters) die Confiruction eines Rechtecks aus zwey gegebnen Li- 
Suen AB, BC fo an: multiplicire AB in BC; das Rechteck felbit 

durch 
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durch den Ausdruck : oagd fit ex ductu alterius-Lineae in alteram, 
und das Quadrat einer Linje durch Poteffas lineae, oder blos 
durch poteft.. Ausdrücke, die ohne diefe Erläuterung allerdings 
fehr fonderbar fchienen. So z. B. fräst Clavius nach dem Unter- 
fchiede der Quadrate zweyer Linien folgendermafsen : invenire id, 
guod pins poteft major, quam minor, und der Pythagoreifche . 
Lehrfatz wird oft fo vorgetragen  hypotenufa poteft ‚cathetos; 
d. h. das Quadrat der Hypotenufe ift dem Quadrat der beyden 
Kacheten gleich. Selbft Euklid bezeichnet auf diefe Art die 
Gleichheit des Quadrats einer Linie mit einem andern Rechteck, 
„Wenn eine Linie nach fterigem Verhältnifs gefchnitten ift, fo 
kann das Quadrat des gröfsern Abfchnitts das Rechteck aus dem 
kleinern Abfchnitt und der Linie”, 


Anmerkung 3. Aus den Erörtrungen zu diefem Lehr 

‚ erhellet endlich, in wie ferti wir oben behaupten konnten , dafs 

die in Erklärung 4 und e ’aufgeitellten Sätze, auf die Arithme= 
tifchen Sätze, welche dort angeführt werden, hinaus laufen. 


v d. D. 


LS HuRıS a Pë 8. 


Der Flächenraum eines Parallelogranıms wird 
durch das Produkt aus der Grundiinie in die Höhe 
gemefjen / 

der Flächenraum eines Dreyecks durch das halbe 
Produkt aus der Grundlinie in die Höhe. 


Denn ein Parallelogramm ABEC hat mit einem Fig, t 
RechteckCDFE, welches von gleicher Grundlinie AB und 
gleicher Höhe CD mit dieiem Parallelogramme ift, 
gleichen Inhalt *, und alfo such zum Maafses feines s1, f1 
Flächenraums ebenfalls das Produkt ABx COD. =e +42,1. 

R ; f 
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Ein Dreyeck ABC ift aber nur halb fo grofs als ein fol- 
ra £,2, ches Rechteck *, hat folglich zum Maafse feines In- 
halts das Produkt 4 CD x AB, 


Folgerung. ı. Zeen Parallelogramme und fa 
auch zwey Dreyecke von gleicher Höhe , verhalten fich 
folglich dem Inhalt nach, wie ihre Grundlinien; und 
haben fie gleiche Grundlinien, fo verhalten fie fich wie 
ihre Höhen. Denn aus dem Verhältnifs der Produkte 
wodurch ihr Inhalt beftimmt wird, fallen die gleichen 

av. L8. Factoren unbefchadet des Verhältniffes hinaus*, daher 
diefes Verhältnifs im erften Fall mit dem Verhaältnifs 
der Grundlinien , im zweyten mit dem Verhältnifs der 


Höhen übereinftimmt. 


Tig, 15. [folgerung 2. Da das Verhältnifs zweyer Dro: 
dukte aus dem Verhältnifs der Faktoren zufammenge- 
fetzt it, fo ift folglich auch} des Verhältnifs des Inhalts 
zweyer Parallelogramme, fo wie zweyer Dreyecke , zufam- 
mengefetzt aus dem ’erhältuifs der Grundlinien und der 
Hoken, zB. 
A ABC :A EFG = AD x BC:EH x EG D 
= (AD:EH) (BC: FG) *. 
Folgerung 3. Sind die Glieder des erftern dic- 
fer beyden gleichen Verhältnifle untereinander gleich, 


RV. 6; 


fo find es auch die des zweyten, und} umgekehrt. 
Ifaber AD x BC = EH x FG fo iftallemal auch AD: EH 
= FG: BC. Mithin find in Dreyecken von gleichem 
Inhalt flets die Höhen und die Grundliniien verkehrt prupor. 

+ E A cional *, und Gd umgekehrt die Höhen und Grundlinien 
zıveyer Dreyecke verkehrt proportional, fo haben diefe Drey- 
ecke gleichen Inhalt, 


KM 
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Daffelbe gilt aus den nemlicher Gtlinden für die _ 


Paralielogramme; ` Diefe Eigenfchaft kömme alfo den 
D H D H zl $ 
‚Rechtecken nieht ausfehliefslich au zl: "cht 


$ 


Anmerkung, Der Zbrze halber pflegt Han uniera Eelt- 
fatz auch wohl fo auszudrücken; ein Prrallelbprumm ift gei Eros 
Aukte ans der Grundlinie in die Höke - Aid ei Dreyeih der Har, 
Ze diefes Produktet gisieha Ear man fish hierüber fo wie wir mi 
vierten Lehrfatze erk] Alt, To ficht man fogleich , da afs; hier bloß 
von den Zahlausdtäcken Für den inhalt und cic Seiten die Fedd 
it, und dann füllt alles Anftößige in diefeih Ausdruck weg. 
Bereichtiet man diefe- Zahlausdrücke mie 1, &, bh. fa Für das 
Parallelogranım i & gh und umgekehrt y = ` oder h = S 
und für das-Dreyag i = d ah, g= Se h A pi! 3 P dals 
alfo jede tiefer drey Größen dorch den e der ber, 
den andern) nach diefen leichten Formeln, befinimg wird.) Ein 
Parallelogranint von 289 Quadratfufs, das über einer Grendiinie 
von td Fotz ticht, hält fo ab zuk Höhe Ao ft, ind ein 


Dreyeck vor 406 Quadrartußs ; defen Höhe 2O Fils if, eine 
Grundlinie von 40 Fuß, 


å, Lk, 
Sigg A" D 
Den Tahalt eines Trapezotil AECh ; d Si D Fit. té; 


das Pr odukt aus der Höhe EF in die halbe Summe 
der garallelen Grundlinien defjelben, EI? CD" get B. g 


méint, ` 


Map haibire kine der hicht pärallelemSeiten, 27B, 


i Däi SIE TE d 


BC im Punkte Í; ziehe durch diefen Punkt! parallel 
mit der, gegenüber fiehenden Seitz AD die Linie REI, 
und verlängere Dt Vie eg Aë diefe-Linie Mu 

Le ah OK re 


ZA ae 
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In den Dreyecken IBL, ICK, find vermöge der 
Conftruction die Seiten IR, IC und die Scheitelwin- 
kel CIK, LIB gleich, Ueberdem find die Winkel ICK, 
IBL vermöge des Parallelismus der Seiten AB, DC 
gleich, Alfo decken fich beyde Dreyecke, daher -das 
Trapezoid ABCD mit dem Parallelogramm ADKL glei- 
chen Inhalt, und folglich, fo wie diefes, das Produkt 
EF x AL zu feinem Maafse hat. — Nun find aber 
auch die dritten Seiten CK, LBjener beyden Dreyecke 
gleich, mithin DE + AB = DK + AL = 2AL, 
weil in jedem Parallelogramm die gegenüberftehenden 


Seiten gleich find. Es iĝ alfo AL = AE o » und 
2 

folglich hat der Flächenraum des Trapezoids ABCD 

zu feinem Maafse das Produkt EF x (AB+DC ). 


2 
Zufatz I. Zieht man durch den Punkt I, der 


in der Mitte der Seite BC liegt, mit den parallelen 
Grundlinien des Trapezoids eine Parallellinie, IH, fo 
entftehn zwey gleichwinklige Parallelogramme AHIL, 
HDKI*, worin erflens (weil nach dem eben bewie- 
fenen KI = IL) auch DH = HA ift, alfo auch die 
zweyte Seite DA halbirt wird; und zweytens HI = 
AL it. Folglich läfst fich der Inhalt eines Trapezoids 
auch durch das Produkt EF x HI meflen, d. h. durch 
das Produkt aus der Höhe in die grade Linie zwifchen 


den Punkten, welche in der Mitte der nicht parallelen 
Seiten liegen. 


[Zufatz II.. Jede gradelinige Figur läfit fich fo- 
wohl in lauter Dreyecke, als auch in Dreyecke und Trape- 


INHALT GRADEL. FIGUREN, 261 


zoide zerlegen, daher man mit Hülfe diefes- und des vo- 
rigen Lehrlatzes den: Inhalt jeder gradelinigen Figur 
ohne Schwierigkeit findet, Um die Figur in Dreyecke 
zu zerfällen, nimmt man irgend einen Punkt in ihr, 
oder in ihrem Umfange, und zieht von demfelben nach 
allen Eckpunkten grade Linien, (läge der Punkt ausfer- 
halb der Figur, fa bekäme man additive und fubtrac- 
tive Dreyecke, welches unbequem wäre), und zwar 
ites bey unregelmäfsigen Figuren am vortheilhafte- 
ften, wenn man fie durch Diagonalen, die von einem 
Winkelpunkte aus nach den übrigen gezogen werden, 
in Dreyecke zertheilt. Jede deier Diagonalen giebt 
die Grundlinie für zwey an einanderliegende Dreyecke 
ab. Mifst man fie und die Höhen, fo findet fich der 
Zahlausdruck für den Inhalt jedes der Dreyecke nach 
Lehrfatz 5, und ihre Summe ift der Zahlausdruck für 
die ganze Figur. Figur und Beyfpiele wird fich jeder 
leicht felbft hierzu bilden, 


Um eine gradelinige Figur in Trapezoide zu zer- 
fällen, nehme ınan willkührlich eine gradeLinie, und 
zwar ift es am vortheilhafteften, wenn man hierzu die 
jängfte Diagonale wählt, Auf diefe fälle man von al- 
len Eckpunkten der Figur Perpendikel; fo bilden je 
zwey deier Perpendikel, fammt der Seite der Figur und 
dem Abfchnitt der Diagonale, die zwifchen ihnen 
liegen, ein Trapezoid, worin diefe parallelen Perpen- 
dikel die Grundlinie, und der Abfchnitt der Diagona- 
le, der auf beyden fenkrecht fteht, die Höhe abgiebt. 
Die äufserfien Perpendikel bilden mit den Seiten der 
Figur und dem Abfchnitt der Grundlinie sechtwinklige 
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Dreyeeke. Diefe Zerfällung und Ausrechnung 'grade- 
liniger Figuren iĝ in vielen Fällen, befonders, beym 
Feldmefien, fehr bequem, 

Beyde Zerfällungen, befonders die letztere, kann 
man fibi auf krummlinige Figuren übertragen, 
nimmt man nur die Höhen der Trapezoide fo klein, 
das die krummlinige Seite fich ohne merklichen Feh- 
Te Dir Sr adelinig nehmen läfst, oder fubftituirt man 
fat der krummen Linle eine grade, fo dafs der Inhalt 

| dabey nicht merklich verändert wird.] 
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Fig if 1. Fedegrade Linie, welche, wie DE, ZE eh 
ein Dreygeck ABC mit einer Seite, defelben,, za B. mit 
BC, parallelgezagen ifl, heilt die beyden andern Sei- 
ten des Dreyecks'in.proportionale Theile, fa dafs fich 
verhält AD: DB AB = Ze AC 


a, Sind umgekehrt zwey Seiten: AB, AC eines 

Dreyecks Zo Zog Punkten D und E proportional es, 

vg, gheit”, JD if die grade Linie DE. zivifehen: den 

beyen Tneilpunkten , tait der drittew Seite BC des 
Dreyecks parallel, 


IE DE mit der Seite BC parallel, und man zieht 

BE, DE, fo entitehn zwey Dreyecke BDE, CED, 
weiche:über gleicher Grundlinie DE, und zwiichen 
gleichen E DE, BC ftehn, und deshalb glei- 

vn, Es, Chen Inhalt habent. Zugleich find die Dreyecke BDE, 
EDA, EBA von gleicher Höhe, denn ihre Grundlinien 
liegen in einer graden Linie und ihre Spitzen fallen 
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in einem Punkte E zufammen *; und eben fo find 
auch CDE, EDA, CDA Dreyecke von gleicher Höhe. 
Folglich verhalten fich die Flichenräume diefer Diey- 
ecke wie ihre Grundlinien *, oder 
A ADE : A BDE : A ABE = AD D3: AB 

und A ADE: A DEC: A ACD = AE: EC: AC 
Da nun die Dreyecke BDE, DEC, und mithin ‚auch 
die Dreyecke ABE , ACD gleichen Inhalt haben, fo 
find die Verhältniffe links vom Gleichheitszeichen in 
beyden Proportionen gleich; alfo auch die Verhältnifle 
rechts vom Gleichheitszeichen *, 

AD “DB: AB = AE: EC: AC, 


MV Ez 


ZS, fR Ie 


*" Gr r 


und die beyden Linien AB, AC find folglich propor- 


tional getheilt * 


2. Sind umgekehrt zwey Seiten eines Dreyecks 
AB, AC in D und E proportional getheilt, fo verhält 
fich vermöge der proportionalen Theilung AD : DB 
= AE:EC.* Wäre bey deier Vorausfetzung die 
grade Linie DE mit der dritten Seite BC des Dreyecks 
nicht pareliel, fo müfste eine (andere grade Linie DO, 
die Parallellinien mit BC durch den Punkt D feyn. 
Dann verhielte fich aber, vermöge des eben Bewicfe- 
nen, AD:DB= AO: OC, und folglich, da dann 
in diefer und der vorigen Proportion die erftern Ver- 
hältnifle gleich find, wäre auch AE:EC=AO:0OC#; 
welches unmöglich it, da AE > AO, hingegen EC 
< OC ift* Alfo mufs DE mit BC parallel feyn. 


Zufatz I, Auch wenn mas zwey Schenkel AD, AE 
eines Dreyecks ADE über die Grundlinie DE oder über die 


WEI HAAT 


d E; 3.4: 
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Fig, 16. 
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©" Spitze A binaus verlängert, "fo werden diefe \Werlänzerun. 
gen durch jede. Parallellinie mit der dritten (Seite, z. B, 
durch BC oder durch R x, den Schenkelm des Dreyecks propor- 
-gional gefehnitten. Denn im erflern Fall bildet ABC ein 
Dreyeck, deffen Schenkel AB, AC von einer Linie DE 
parallel mit der Grundlinie FG gefchnitten, und folg- 
lich, unferm Lehrfatz zu Folge, proportional ge- 
‘theilt werden, — Im zmweyten Fall nehme man auf 
dem Schenkel, auf defen Verlängerung der Punkt B 
liegt, Ab gleich AG, und auf dem zweyten Ac gleich 
“ Ay, und ziehebe; fo decken dich die beyden Dreyecke 
*1.6. Abe und:-Aßy *, folglich find die Winkel bu, 6 D 
* l 25: gleich, und. daher die Linien By, bc, DE parallel *. 
Mithin werden, unferm Lehrfatz zu Folge, dieSchen- 
kel AD, AB durch die Parallellinie be proportional ge- 
theilt, fo dafs fich verhält Ab; AD = Ac : AE, und 
"E83 alfo auch Aß;AD:$D = Ay: AE:yE*, daher 
auch in diefem Fall die Linien SI, yE proportional 

getheilt find, 


“ 
A e 


Grade auf diefelbe Art beweift man (nach 2) dafs 
wenn zwey Linien BD, yE fich fo in einem Punkte A durch- 
fehueiden, dafs diefer Punkt beyde proportional theilt, die 
graden Linien zwifchen den übereinflimmenden Theilpunkten 
Ba, DE, parallel feyn müffen, 


Zufatz II, Zwey grade Linien, zwifeben welchen 
Parallellinien in beliebiger Zahl und Entfernung gezogen 
find, werden durch diefe proportional getheilt, 


Fig, o, Denn find erffens diefe beyden Linien felbft paral- 
fl, wie AB, CD, fo fchneiden je zwey der Parallellinien 
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auf beyden gleiche Theile ab *, ‘daher die überein- +1, 33.6, 
fimmenden Theile beyder im Verhältnifs der Gleich- 
heit tehn, und alfo beyde Linien proportional ge- 
theilt find *, FE. ga. 


Treffen dagegen zweytens die beyden Linien in ei Fig. 17, 
nem Punkte A zufarmmen, wie z. B. BC, DE; fo ent- 
fteht ein Dreyeck AGK, deffen Schenkel, in ihrer Ver- 
längerung, von Parallellinien mit der Grundlinie GK 
durchfehnitten , folglich, dem vorigen Zufatz gemäfs, : 
proportiona! getheilt werden Io dais je zwey überein- 
ftimmende Theile der einen, und deren Summe, un- 
tereinander daffelbe Verhältnifs wie in der andern 
haben *, TER. 


Sind umgekebrt zwey grade Linien proportional ge- 
theilt, fo find die graden Linien durch die übereinjlimmenden 
Theilpunkte, insgefammt parallel , jene beyden Linien 
mögen parallel feyn oder fich durchichneiden. Diefes 
folgt auf;diefelbe Art aus dem zweyten Theil des voris 
gen Z ulatzes, 


Anmerkung. Die übrigen fruchtbaren Sätze‘ über pro- 
portionale Eintheilungen von Linien, verfpare ich bis zum fol- 
genden Buche, Der Beweis der hier vorgerragnen ftützt fich un- 
mittelbar auf dem Vorhergehenden, und ift uns in den gleich 
folgenden Marerien von fo vielem Nutzen, dafs fie hier unttiei- 
tig an der fchicklichften Stelle ftehn. Sie begründen nicht nur 
die Lehre von der Achnlichkeir der Figuren, fondern geben uns 
auch fogleich die einfachite Merbode an die Hand, zu drey gegeb- 
nen Linien die vierte Proportiozallinie zu finden ; eine Methode, 
welche Aufe, 4 vorträgt, und die uns zur Verwandlung der Figu= 
ren in einander unentbehrlich it. 
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Figs 18. Zufatz HI. Wenn man die Seiten eines Dreyecks 
ABC insgefammt in zwey gleiche Theile- tbeilt, und die 
halbirenden Punkte D, E, F durch grade Linien. verhin- 
det, fo wird das gegebne Dreyeck dadurch in. vier kleinere 
Droyecke getheilt, welche insgefammt mit dem Gegebnen 
gleichwinklig find, und fieh einander decken, 


Denn je zwey Seiten des gegebnen Dreyecks find 
halbirt, d. i. nach dem Verhältnifs von 1: 1, und mit- 
* 5, $chin proportional getheilt *, daher die Linien DE, 
EF, FD mit den gegenüberftehenden Seiten des Drey- 
ecks ABC parallel laufen. “Folglich find die kleinen 
Dieyeckean den Ecken naeh I. 25, und das Dreyeck 
DEF er der Mitte nach I. 31. Anm., mit dem gegeb- 
nen Dreyeck gleichwinklig. Diefles mittlere bildet mit 
jedem der Dreyecke an den Ecken, wegen des Paral. 
‚lelismus, der gegenüberftehenden Seiten ‘ein kleines 
Parallelogramm, wie AFDE, deckt fich folglich mit 
jedem derfelben, und daher auch diefe untereinander, 
{o dafs jedes der vierte Theil des ganzen Dreyecks ift. 


GradeLinien AD, BE, CF, welche man von den 
Eckpunkten des gegebnen Dreyecks nach den Punk- 
ten in der Mitte der gegenüberftehenden Seiten zieht, 
geben für diefe kleinen Parallelogramme die zweyten 
Diagonalen ab, balbiren fiehalfo mit den Seiten des Drey-. 

“um ecks DEF mechfelfeitig *. Werbindet man daher aufs 
neue ihre Durchfchnittspunkte, fo entitehn wiederum 
vier den vorigen gleichwinklige, fich deckende 
Dreyscke, die ein Sechzehntel des Gegebnen, und 
delen Seiten ebenfalls halbirt find, und umgekebit 
die in dem kleinern Dreyeck liegenden Stücke der Li- 
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. i 5 
nien AD, BE, CF, halbiren. Verbindet man-immer 


wieder die halbirenden Punkte durch ‘grade Linien, 
fo geht diefes ohne Ende fort; daher AG in Beziehung 
auf AE ais Einheit , ` durch eine geometrifche ohne 
Ende fortlaufende Reihe + 3.34 32 e dee 
ren Summe, wie" die Arlthmetik lehrt, 3 ift, gegeben 
wird; ein Satz, den wir im folgenden Buche auf ganz 
geometrifchem Wege darthun werden. 


Zufatz DN. Wenn man alle Seiten irgend eines De, 19, 
Vierecks ABCD balbirt , und die halbirenden Punkte je 
zweyer Seiten, welche an einander fiofsen, durch grade Li» 
nien verbindet , fo bilden diefe flets cin Parallelogramm 
EGH, defen Seiten mit der Diegonalen AC, BD des 
gegebnen Vierecks parallel find, Denn jede deier Diago- 
nalen zertheilt das Viereck in zwey Dreyecke, wie 
ADC, ABC, denen die Diagonale zur Grundlinie, und 
awey der halbirenden Seiten des Wierecks zu Schen« 
kein dienen, Diele Schenkel find proportional ge, 
theilt, daher HG und EF beyde mit der Diagonale 
AC, alfa auch untereinander, und eben fo GF, HE 
mit der Diagonale BD und untereiaander parallel lau- 
fen, Mithin it EFGH ein Parallelogramm von der er- * x (2) 
wähnten Befchaffenheit, 

Der Inhalt diefes Darallelogramms ift halb fo grofs 
cls der Inhalt des gegebnen Vierecks. Denn da CO und 
DO beyde nach demfelben Verhältnifs wie DC durch 
die Parallelen GH und GF eingetheilt *, mithin halbirk » =, o 
werden, fo hat jedes der vier Dreyecke, in welche das 
gegebne Viereck durch beyde'Diagonalen getheilt wird, 

2,5. AOD, eine dappelt Lo grofse Grundlinie und Höhg 


f 
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als das kleine Parallelogramm OH , mithin auch 
* 5 einen doppelten Inhalt % ` Die vier kleinen Paral- 
lelogramme zufammengenommen find alfo halb fo 
grofs als die vier Dreyecke, d,.h. als das gegebne 


Viereck. 
Die Quadrate der beyden Diagenalen AC, BD find noch 


einmal fo grofs, als die Onadrate der vier Seiten des Paral- 
lelogramms EFGH zufammengenommen. Denn jede der 
Disgonalen ift, nach dem eben Bewiefenen, das Doppel- 
te der Seite des Parallelogramıns, welche mit ıhr pa- 
42.345 rallel läuft *. 
Endlich find die vier Dreyecke, worin. die Diagona- 
len das gegebne Viereck theilen , einander proportional. 
Denn je zwey diefer aneinander liegenden Dreyecke, 
ao, B. AOD, DOC und fo auch AOB, BOC, ftehn über 
einer graden Linie, und ihre Spitzen fallen zufammen. 
sp 2, Sie haben alfo gleiche Höhe *, und verhalten fich folg- 
lich, jene fowohl als diefe, wie ihre Grundlinien AO, 
"32 £ 1 OC *, find alio Proportionalflächen, 


[LE BiR Ss E ge B 

Zwey grade Linien FH, GI, welche man durch 
einen Punkt E in der Diagonale eines Parallelo- 
gramms ABCD, mit den Seiten parallel zieht, theilen 
1) die Flächen in vier kleinere Parallelogramme, 
welche unter fich , und mit dem Gegebuen , gleich- 

winklig und proportional find, 
und 2) die Seiten in zwey proportionaie Äbfchnitre. 


Fig. 20, 


3) Die parallelen Seiten der Parallelogramme 
um die Diaganale, GF, HI, AC, Beim in 


` 
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gleichem Verhältnifs, und die Ergänzungen die- 
fer Parallelogramme, EA, EC, haben gleichen in- 
halt, und find mittlere Proportionalflächen zwifthen 
jenen. 


4) Wenn das gegebene Parallelogramm ein Rhombus 
oder ein Quadrat ift, fo find auch die beyden kleinen 
Parallelogramme um die Diagonale Rhomben oder 
Quadrate aus beyden Abjchnitten der gegebnen Sei- 
te, und die beyden Ergänzungen decken Sch: und 
zwar find fe im Fall eines Quadrats Rechtecke, die 
aus den beyden Abfhnitten der gegebnen Seite bee 
fehrieben find, 


ı) Vermöge der Conftruction find AB, HF, DC 
miteinander parallel, und fo auch AD, GI, BC. 
Beym Durchfehneiden diefer Linien entftehn alfo lau- 
ter Parallelen zwifchen Parallelen, folglich lauter Pa- 
rallelogramme, die unter fich und mit dem gegebnen 
gleichwinklig find. 


Je zwey derfelben, welche an einander liegen, 
2.B. HI, EC, haben gleiche Höhe, verhalten fich 
folglich wie ihre Grundlinien HE, EF*. Dicfen Li. "ëtt 
nien find die Grundlinien der beyden andern, eben- 
falls gleich, hohen Parallelogramme AE, GF gleich, 
Mithin find diefe vier Paralielogramme Proportionalfiä« 
chen, oder esiftp HI p EC -p HC= p AE: pGF: 
p AE Al SC HPA, Wë 
2) Weil EH mit AB, und EI mit BC parallel ift, 


werden in den Dreyecken BDA, BDC die Schenkel 
DA, DC beyde dem gemeinfchaftlichen Schenkel DB 


x 7. Te 
zs Gr, rt, 


KW ke? 
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- 
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proportional 3. folglich auch untereinander felbit pro- 
portional getheilt * , fo dafs tich verhält DH: HA : DA 
I= Di JC: DC. 


3) Jedes der Parallelogramme um die Diagonale, 
Hl, GF; AC, i aus zwey Seiten-befchrieben, wel- 


che in diefer;proportionalen Theilung übereinftimmen- 


"de Glieder ausmachen *, das erfte aus den erften Glie- 


dern DH, DI, das zweyte aus den zweyten HA, IG, 
Gas dritte aus den dritten DA, DC. Folglich ftehen 
die parallelen Seiten deier  Parallelogramms Zu gleichem 
Verhältnis (Hingegen. find die Zrgänzunger aus den 
nicht-übereinffimmenden Gliedern deier proportional 
getheilten Glieder befchrieben), 


DaParallelogramme, die einetley Höhe haben, fich 
wie ihre Grundlinien verhalten *, fo verhält fich vers 
möge der obigen Proportionalität* p DE: p HG = 
p:DE: pIF,. daher wegen Gleichheit der Vorder 
glieder auch die Hinterglieder, Parallelogramm HG und 
Parallelogramm. IF gleich feyh müflen. Die beyden Era 
günzungen haben allo immer gleichen Inhalt, und ei ver» 
hält Gch mithin * p DE: p HG = p HG 3 p ER oder 
pDE:pDG= pDG:p DB, fo dafs dis Ergänzungen 
die mittleren Proportiozalflächen Zeichen den, Paral« 
Lelogrammen um die Diagonale finds. 


4) Ift das gegebehe Parallelogramm ein Rhontbur 
oder ein Oxadrat, fo ehn defen Seiten, mithin auch 
diot übeseinftimmenden Abfshnitts derfelben *, jim 


. Verhältnifs der Gleichheit % Folglich find dann die 


beyden kleinen Parallelogramms am die, Diagonale 
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HI, GP, auch gleichfeitig *, und-überdem rnit den 


ër 


. DN H . yo 
Gegebnen gleichwinklig *; mithin Rhoniben oder (ui. 


Quadrate , opd zwar jenes aus dem Abfchnitt AG, 
diefes ift aus dem Abfchnitt GB beichrieben, — -Die 
Seiten der Ergänzungen find dann gleichfalls unterein- 
ander gleich *, beyde Ergänzungen decken fich*, und 
im Fall des Quadrats ift jede das Rechteck aus AG, GB, 


“1.3428 


Zufatz 1. Auch wenn man durch mehrere Punkte ` 


der-Diagonale ,; z.B. durch Eund Ly (oder durch Punkte 
in der Verlängerung der Diagonale) Parallellinien mit 
den Seiten des Parallelogramms AC zieht , wird das 
Parallelogramm in lauter gleichwinklige Parallelegramme 
getheilt, von denen die Ausfagen des Lehrfatze gelten 
Denn alsdann find die Parallelogramme HI und MN 
beyde auf de Art, wie es der Lehrfatz vorausfetzt, 
eingetheilt; folglich haben die Parallelogramme um 
die Diagonale, LD, EL, ED, BE, BL und BD insge« 
fammt proportionale Seiten, und find, falls das Gege- 
bene BD ein Rhombus oder Quadrat it, Allefamınt 
Rhomben- oder Quadrate, über den Abichnitten der 
Seite AB befchrieben %, Die Ergänzungen LI und 
LH, EN und EM, EC und EA und folglich auch NI 
und MH, find von gleichem Inhalt, und falls AG 
ein Rhombus oder ein Quadrät ift, decken fie fich, 
und find aus je zweyjäbfehnitten der gegebnen Seite 
AB befchrieben., Endlich find EN, EC, GC mittlere 
Propostionalflächen zwifehen GF, und zwifchen Bis 
ED, BDDw Lt 


Zufatz I, Nimmt mas auf der einen Seite sinss 
Parallelogramms AC sinen Paucis G, und anf der duran 
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flofsenden’Seite einen Punkt F, fo dafs B und. BF in dem- 
"Ag.4. felben Verbültnifs als die Serte BA und BC flehm *, und 
zieht durch G und F mit den Seiten des -Parallelegrammms 
Paraltellinien Gl, FH ; fo durchfchneiden fich diefe beyden 
Parallellinien in einem Punkte E, der in der Diagonale des 


geuebnen Parallelogramms liegt. 


Denn da durch einen Punkt F nur eine einzige Pa. 

2124.22 rallellinie EF mit einer graden Linie AB *, fo wis 
zu drey gegebnen Linien nur eine einzige vierte Pro- 
ER portionallinie möglich ut *, und nach unferm Lehr- 
fatz die Parallellinie EF die Seite BC fo duch 
fchneidet, dafs BA : BC fich verhält wie BG-: BF; fo 
mufs, wenn man umgekehrt den Punkt F deier Pro- 
portion gemäfs beftimmt, und durch ihn eine Paral- 
Jellinie mit der Seite AB zieht, diefe Parallellinie 

durch den Punkt E gehn, worin die Parallellinie Gt 

die Diagonale durchfchneidet. Folglich geiten von den 
fo gezognen Parallellinien alle Ausfagen unfers Lehrfatzes ; 

und alfo auch ins befondere, wenn AC ein Rhombus 

oder ein Quadrat it, und man BF gleich BG nimmt, 


Zufatz Ill. Daffelbe ift endlich der Fall, wenn 
man zwey gleichwinklige Parallelogramme , deren Sei- 
ten in gleichem Verhältnifs ftehn, wie GF, HI, fo am 
einander, oder wie GF, AC fo in einander Tetzt, dafs 
die proportionalen "Seiten in grader Linie liegen, und 
wenn man dann durch Verlängerung der Seiten diefer 
Parallelogramme , das Parallelogramm AC ergänzt. 


Anmerk, 
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Anmerkung. Die Sätze kommen Theilweife fchon bey 
Euklid vor 1.43, VI, 24 und 26, und X. 54 Lemma. Bey Le 
Gendre fehlen fie, obfchon fie gleich bey den folgenden Sätzen, 
und noch mehr für die Verwandlung der Figuren, und für die 
geometrifche Analylıs von Nutzen find, 


à U 
LEHRSATZ 9 


Ein Quadrat aus einer zweytheiligen Linie ac Fig. At 

ift den Quadraten über den beyden Abfthnitter AB, 
BC, und zwey Rechtecken, welche aus den beyden 
Abfthnitten befchrieben find, zufammengenommen 
gleich; oder es ił AC? d.h. (AB-HBC)* = 4AB? -4 
BC? = 2 AB X BC. 

Befchreibe über AC ein Quadrat ACDE *, nimm *-Astt 
AF gleich AB, und ziehe FG mit AB, und BH mit 
AE parallel. Dem vorigen Lehrfatz gemäfs theilen 
diefe Parallellinien das Quadrat über AC in zwey Qua- 
drate Al, ID, w ‚elche über den beyden Abjfchnitten 
AB, BC der Seite des gegebnen Quadrats * befchrieben * & (2) 
find, und in’ zwey fich deckende Rechtecke IE, IC, 
deren jedes aus; diefen beyden Abfchnitten befchrie- 
ben it*% Folglich it AC? = AB? ++ BC? Za AB * g, 3) 
x BC, 

Diefer Sarz läuft auf den arichmetifchen hinaus, welcher 
die Zufaminenfetzung der zweyten Potenz einer zweytheiligen 
Zahl, aus den beyden Theilen derfelben, ausfagt : (ax bj = 
a2 #2 ab + b2 


[Folgerung, Fügt man zu den Gröfsen, welche 


"det Lehrfatz als gleich angiebt, beyderfeits noch dag 
e ) 


xd ' zucn I 


ës i 
D 


Quadrat"aus dem einen Abfchnitt, z. BBC?, hinzu, 

fo wird, weil 2. BC? + 2. AB x BC gleich ift 2.BCx 
sp. oa, (AB + BC) å. h. gleich 2 BC x ACHT auch 
AC? + BC2 = 2.BC x AC + AB? 

eine Eigenfchaft , die alfo gleichfalls non jeder zweythei- 

ligen Linie gilt, und deren Wahrheit auch in Fig. 20 fo- 


gleich in die Augen fällt. ] 


[Zufatz I. Beoflehs eine grade Linie AB aus mehre- 
ren Abjehnitten, AR, RS, SB etc., fo ift das Quadrat 
derfelben ! gleichfalls den Quadraten aller einzelnen Ab« 
fehnitte und den doppelten Rechtecken aus je zwey Abfchnit- 
ten zufammengenormmen gleich, oder AB2 = AR? + RS3 
-+ SB2 + 2 AR x RS + 2 AR x SÈ + 2 RS x SB (ein 
Ausdruck, in welchem man flatt der doppelten Recht- 
ecke auch die Rechtecke zAR x RB + 2 RS x SB fet- 
*Z.5'o zen kann *). Denn auch hier find wiederum er/ffens die 
Rechtecke an der Diagonale e, E, y, Quadrate, und 
zwar die Quadrate aus den einzelnen Abichnitten der 


Fig. 22. 


segebnen Linie AB. Zieytens find unter den Ergän- 
zungsrechtecken je zwey einander gleich ò und ò, 
e und e, und ç ete., und diele Rechtecke find über- 
dem aus je zwey der verfchiednen Abfchnitte befchrie- 
ben, o = AR x RS; ss AR x SB, C=RSxSB 


etc. * 
r8.2.1. 


Zufatz H, Diefe drey Rechtecke find zufam. 

E mengenommen gleich AR x RB + RS x SB *, oder 

auch AR x RS + ASxSB, oder auch RS x CAR A SB) 

-- AR x SB, je nachdem man zwey, die einerley 

Höhe haben, in ein Rechteck zulammen nimmt. Dar- 
aus folst 
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1) dafs Aen jeder dreytbeiligen Linie AR x RB + 
RS x SB = BS x SA + SR x RAA, und dafs diefe 
Eigenfchaft auf ähnliche Art für jede in noch fo viel 
Abfchnitte getheilte Linien gilt (Gregor von St, Vincenz 
EAA BEE r 


2) Dafs eben fo für jede dreytheilige Linie AS x RB 
= RS x AB + ANS SB AN, Denn fügt man zum 
erten und dritten jener Ausdrücke beyderfeitsRS2 hin. 
zu, fo wird AR x RB + RS x SB + RS= = RS: + 
RS x (AR -+ SB) -+ AR x SB, oder, da AR x RB + 
RS x RB gleich AS x RB ift,- AS x RB = RS x AB 
-+ AR x SB; eine artige Eigenfchaft dreytheiliger Li» 
nien, auf welcher Äufer den Beweis eines Satzes baut, 
den man vor ibm noch nicht bewiefen hatte, und den 
man im, folgenden Buche findet, 


Zufatz Dt Da die dreytheilige Linie AB, er. 
ftens aus den beyden Abfchnitten AS, SB befteht, fo 
ift vermöge der Folgerung zu unferm Lehrfatz AB2 4 
BS2 = 2 BS x AB + AS2; und da zweytens auch AS 
aus zwey Theilen AR, RS befteht, AS, + RS2 = 3 
RS x AS-+- AR2, Folglich ift für jede dreytheilige Li» 
gie auch AB2 L Des + RSż = 2 BS x AB-++ 2 RSx AS 
sh ARZ 


Anmerkung. Dem eren diefer Sätze ift der arithmetifche 


Satz a (b + e+ be = c (a +b) + ab, dem zweyten der aritha 
metifche Saz (a F b) (b te) = b (a+ bte) # ac anlogd 
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Fig. 23, 


Fig. 24. 
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LEHRKSATZ JO. 


Ein Quadrat aus einer Linie AC, welche der 
Unterfchied zweyer Linien AB, BG ift, befchrieben, 
ift gleich den Quadraten diefer beyden Linien zufam- 
men genommen, weniger zweymal dem Rechteck aus 
beyden Linien AB, BC; oder es if AC? d.h, (AB 
— BC) = AB? -+ BC — 3, AB X BC. 


Befchreibe über AC das Quadrat ABIF, mache AE 
gleich AC, und ziehe CG mit AF, und HE mit IF 
parallel, fo wird das erftere Quadrat durch diefe Pa 
rallellinie, wie Lelirfatz g Zufatz 2 ausfagt, eingetheilt. 
Befchreibt man folglich noch über EF, welches gleich 
BC ift, das Quadrat EFLK gleich BC?, fo iftzdiefes 
fammt AI, d. i, dem Quadrat über AB, gleich AD 
d. i. dem Quadrat aus AC und den beyden Rechtecken 
CBIG, GLKD. Jedes deier Rechtecke ift aber aus AB 
= LG und BC belchrieben , und folglich AB?2 4 
BC? — 2 AB x BC = ACz, 


Diefer Satz läuft aufden arithmetifehen hindus: (a == biz 
= a3 a 2 ab + b2, 


LEHRSATZ II. 


Ein’Rechteck aus der Summe und dem Unter- 
fehiede zweyer Linien AB, BC bejchrieben, ift dem 
Unterfchiede der Quadrate aus beyden Linien gleich, 
oder (AB +- BC) X (AB — BC) = AB* — BC. 


Befchreibe über AB und fo auch über AC ein Qua- 
drat, verlängere AB um BK, gleich BC, und vollen, 
de das Rechteck RCDL und das Quadrat DHIG. 
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Die Grundlinie AK jenes Rechtecks ift der Sum- 
me, die Höhe deflelben AE dem Unterfchicde der bey- 
den Linien AB, BC gleich, und folglich ift jenes 
Rechteck aus der Summe und dem Unterfchiede der 
beyden Linien AB, BC befchrieben, oder Rechteck 
AKLE = (AB + BC) x (AB— BC.) Nun beiteht 
diefes Rechteck aus den beyden Stücken ABHE und 
BKLH, welches letztere dem Rechteck EDGF gleich 
ift, da beyde aus den Linien AC, CB befchrieben 
find*, Alfo it AKLE = ABHE -+ EDGF. Diefe!% 2 
beyden Stücke find aber gleich dem Quadrat über AB, 
weniger dem Quadrat über DH, d.ih, über BC; alfo 
it AKLE = AB= — BCS, und deshalb (AB + BC} 
x (AB — BC) =. AB2 — BCS, 


Diefer Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus: .(a + b). 


a bies we _bz, 


[Folgerung 1.) Jf} eine grade Linie MN im Fig, 25. 
Punkte O in zwey gleiche, im Punkte P dagegen in zwey 
ungleiche Theile getheilt, (MO = ON und MP > PN 
fo it MP = MO + OP, und NP = ON — OP = 
MO — OP und folglich ftets e 

MP x NP = MO2 — OP? 

ß) Nimmt man auf der Verlängerung einer folchen 
Linie MN, welche in O gleich getheilt ift, einen Punkt p» 
fo it Mp = Op -+ MO und Np = Op — MO folg- 
lich ftets 

Mp x Np = Op? — MO% 

In beyden Fällen ift alfo das Rehteck aus den beyden une 
gleichen Stücken MP, NP oder Mp, Np dem Unterfchiede 
der Quadrate aus der Hälfte der Linie MN und ans dem 
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Abfland der beyden Theilpunkte O, P oder O, p (welche 
die Linie in gleiche und ungleiche Theile zerfchnei- 
den), von einander gleich. — Der Lehrfatz gehört in 
diefer Form zu den fruchtbarern Sätzen der Geometrie, 
ift in ihr in geometrifchen Unterfüchungen von nicht 
minderm Gebrauch, als der Analoge arithmetifche in 
der Buchftabenrechnung , und verdient vorzüglich ge- 
merkt zu werden, , Schon in den Zufätzen zu. diefem 


Lehrfatze findet man einige intereflante Anwendungen 
deffeiben.] 


— H 
[Folgerung a, Verbindet man mit diefen Sëtzen 

Lehrfatz 9 und 10, fo geben fienoch ein Pasrähnliche 

Sätze , die "gleichfalls Bemerkung verdienen, -ob- 


gleich fie nicht von fo häufigem Gebrauch als die vori- 
gen find, 


«) Im eren Fall war nemlich'MP + NP = MN 
= 2, MO. Folglich müffen auch die Quadrate diefer 
az, 4.6, gleichen Linien gleich feyn*, mithin MP2 4+ NP2 
* o 2MPxNP*=4.MO?* Da nun in diefem Fall 
"+23 nach Folgerung 1, «. auch 2 MP x NP = 2. MO: — 
2 . OP2 ift, fo folgt hieraus, wenn wir Gleiches von 
Gieichem abziehn, 

MP? + NP? = 2.MO2 +2. opa 
Denn da die Gröfse die wir abziehn follen om a. OP? 
kleiner als 2.MO? ift, fo ziehn wir, wenn wir2 . MO? 
wegnehmen, um 2. OP2 zu viel ab, müffen;alfo zum 
Refte, der bey jener Wegnahme bleibt, 2 . OP2 hinzu. 
fügen, um den richtigen Unterfchied zu erhalten, , 
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£) Im zweyten Fall war Mp —Np =MN—=2,MO. 
Folglich find auch die Quadrate diefer Linien ‘gleich > 


allo Mp? + Np? — 2 . Mp x Np*=4.MO2 Da‘ 


nun nach Folgerung I, 8. in diefem Fall, 2.Mp x Np 


= 2.0p2 — 2 . MO2 ift, fo folgt daraus, wenn wir 


Gleiches zu Gleichem hinzufügen 
Mp2--Np2=2,MO2-L2.0P2. 

In beyden Fällen if alfo die Summe. der. Quadrate aus 
den ungleieben Stäcken MP, NP oder Mp, Np gleich des 
doppelten Quadrat der halben Linie MN, und des Abflands 
der beyden Thbeilpunkte O , P oder O, p von einander, 
Diefer Satz läuft auf den arithmethifchen "hinaus: 


(+ b + (a—b?2 = 2.224 2,b2] 


[Folgerzng 3. Im zweyten Fall der eıften Fol- 
gerung, d.h. wenn Mp = MN-+- Np=2.MO+Np 


Io, 


it, if auch Mp? = 4 . MO? + 4. MO x Np, +Np?* * 9, 


oder, da MO + Np = Op, und folglich MO2--MO | 
ER 


x Np=MOxOpif*, 

Mp2 = 4.MO x Op + Np2 
ein Satz der auf den arithmethilchen hinausläuft 
(2a 4+ b} = 4.a. (a +b) + b27. 


Anmerkung, Man fieht leicht, dafs man folche Sitze 
nach Anleitung analoger arithmetifcher ins Unbeltimmre verviai. 
fältigen kann, und das ift vielleicht der Grund, warum Le Gendre 
und Simpfon die fünf Sätze, die in diolen Folgerungen tehn, 
ganz weggelaffen haben; doch fehr mit Unrecht, da durch tie 
manche Beweife fich aS ‚und ohne fie die Schriften alter 
Geometer fch nicht ohne Anftofs verftchn laffen, Bey Euklid 
machen fie im zweyten Buch. der Elemente fünf befondre Lehr- 
färze aus, und werden fehr umltändlich, jeder durch befondere 
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Conftructionen bewiefen, Diefe Beweife find befonders für die 


beyden Sätze in der zweyten Folgerung, die von, Euklid ‘aus 
dem Pythagoreifchen Lehrfarz abgeleitet werden, ermüdend weit- 
läufig. Solite Euklid diefe langen Umwege, nach welchen blos 
die Beweife diefer beyden Sätze zwey enggedruckte Seiren füllen, 
nicht blofs deshalb erwählt haben, weil die arichmetifchen Vor- 
ftellungsarten, mitrelft derer wir fie abgeleiter,haben, den ältern 
Geomerern noch nicht fo recht geläufig waren, 


Mit ähnlichen Sätzen ift fat jedes geometrifche Werk, wel- 
ches tiefer in die Wiffenfchaft hineingeht, reichlich ausgeltatrer- 
Nun ift es zwar nicht zu leugnen, dafs Sätze von dieler Art, zur 
gelegnen Zeit gebraucht, geometrifche Unterfuchungen auiseror. 
dentlich abkürzen können ; allein fie find jedesmal, befenders auf 
arichmetifchem Wege , (durch die einfachfte Buchftabenrech- 
nung) fo leicht zu finden, dafs es in der That unnütz’und 
fchädlich ift, mit ihnen die geometrifchen Werke zu überfüllen, 
Sie haben in der geometrifchen Analyfis einen ähnlichen Nutzen 
wie die Verwandlung einer Formel in die andre in der Buchfta. 
benrechnung, und billig nimmt man daher diefe bey jener mir 
zu Hülfe. Clavius, ‚Gregor von St. Vincenz und felbt Tacgnet 
ftanden noch in der Meynung, die Regeln der Buchftabenrechnung 
müfsten aus delen geometrifchen Sätzen abgeleitet, und ‚durch 
fie bewiefen werden ; ein fonderbarer Wahn, welcher: zeigt, wie fehr 
noch vor hundert Jahren die arithınetifchen Wiffenfchaften in ih- 
ser Kindheit lagen , und der vielleicht nicht wenig dazu mag 
beygerragen haben, die geomettifchen Werke mit Sätzen über 
Rechtecke und Quadrate aus Linien, welche nach einer gewiffen 
Art eingerheilt find, fo fehr zu überladen. Von folchen Sätzen 
führe ich hier nur noch ein Paar an, die den Sätzen in Ier ier 

Fig, 26 fern Folgerung ähnlich find; Sind an einer Linie CD zuer glei- 
che Linien AC, DB angefetzt, fo if immer CB2 = ABI} AB X CD, 
and nimmt man in der Linie CD irgend einen beliebigen Punkt E, 
fo it AEX EB = DE X EA+ECX Cat AC (Gregor von 
St Vinc, B. 1. S. 57- 58+) d V, 
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[Zufatz I, Unter allen Rechtecken die Ech ang zwey Fig. a5, 
Abfehnitten einer gegebnen graden Linie MN bilden laffen, 
ifi das Quadrat über ihre Hälfte MO das größte , und der 
Inhalt wird immer kleiner , je mehr die Abfehnitte MP, 
PN verfthieden find. Denn denkt man’ fich die Linie 
in O gleich, und in P ungleich ectheilt, fo it, nach 
Folgerung 1, «., MP x NP = MO? — OP?, und die- 
fer fübtractive Theil OP? wächft mit dem Unterfchiede 
der beyden ungleichen Theile,und nimmt mit demfel- 
ben ab, und fällt ganz fort, wenn beyde Abfchnitte 
gleich find, | 

ai Unter allen Rechtecken von gleichem Umfang ‚bar 
mithin das Quadrat den gröfsten Inhalt. | 


ß) Und wenn zwey Rechtecke, welche aus Ab- 
fehnitten gleicher -Linien befchrieben find , gleichen 
Inhalt haben, fo find auch die Abfchnitte, welche the 
re Seiten bilden, felbft gleich, 


Zufatz II, Dagegen wird die Summe der Qua- 
drate ous den beyden Abfchnitten MP, NP kleiner, wens 
der Unterfehied der beyden Abfehnitte von. einander aba 
nimmt, Denn da die Summe diefer Quadrate, MP2 A 
NP? = MN? — 2, MP x PN il TZ: nimmt fie ab, 
wenn das Rechteck aus den beyden. Abfchnitten MP, 
PN zunimmt, folglich wenn die beyden Abjichnitte 
von einander weniger verfchieden werden, (ak, X, 
42. Lemma). ] 


í . 
LEHRSATZ IR 


Das Quadrat der Hypotenufe EG eines recht- ge ay; 
winkligen Dreyecks. ABG ift gleich, den Quadraten 
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über den beyden Katheten zufammen genommen, oder 
BC = 4AB -+4 4C. 

Es fey ABC ein bey. A 'rechtwinkliges Dreyeck, 
über defen Seiten Quadrate befchrieben find. Fälle 
vomi Scheitel des rechten Winkels auf die Hypote- 
nufe ein Perpendikel AD, welches verlängert, die 
gegenüberftehende Seite des Quadrats in E durch- 
fchneide; fo läuft diefes Perpendikel mit den Perpen- 

“LE,19. dikeln BF, CG parallel * und theilt alfo das Quadrat 

| der Hypotenufe in zwey Rechtecke DF, DG, Jedes 
diefer Rechtecke, behaupte ich, ift dem Quadrat über 
einer Kathete , mit dem es einen Eckpunkt gemein 
hat, gleich. 

Der Winkel ABF befteht aus dem Stücke ABC und 
dem rechten , Winkel CRF; eben fo befteht der Win- 
kel CBH aus demfelben Stück ABC und dem rechten 
Winkel ABH. Alfo find die beyden Winkel ABF, 
HBC gleichsı Ueberdem find die Schenkel des einen 
'den’Schenkeln des andern gleich, indem, als Seiten 
eines Quadrats, AB = BH und BF = BC ift. Zieht 
man folglich AF und CH, fo entitehn zwey Dreyecke 

, + ABF, HBC, welche fich decken, und mithin gleichen 
* R G Inhalt haben *. 

Nun ilt aber der Inhalt des Dreyecks ABF halb fo 
erof als der des Rechtecks BE, welches mit jenem 
Dreyeck über gleicher Grundlinie BF fteht, und zwi- 

® 2% fchen gleichen Parallelen BE, AE liegt $, Eben fo ift 
der Inhalt des Drevecks HBC halb fo grofs als der des 
Quadrats AH, indem beyde über der Grundlinie HB 
ftehn, und zwilchen den Parallelen HB, LA liegen, 
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von welcher letztern AC eine blofse Verlängerung ift, 
da BAL, BAU beyde rechte Winkel, folglich LA, AC 


in grader Linie find $. Daraus dafs der Inhalt der bey- * 


den Dreyecke ABF, HBC gleich ift, folgt alfo, dafs 
das Rechteck BE, als das Doppelte des Dreyecks AbF, 
dem Quadrat AH als dem Doppelten des DreyccksHEC, 
dem Inhalt nach gleich feyn ‚mufs. 

Grade auf diefelbe Art läfs fich darthun, dafs das 
Rechteck DG mit dem Quadrate Al gleichen Flächen- 
taum hat, indem, wenn man AG und BI zieht, eben, 
falls zwey fich deckende Dreyecke ACG, ICB entitchn, 
welche die Hälften jener Vierecke find, | 

Folglich find beyde Quadrate AH, Al den bey- 
den Rechtecken BE DG zufaminengenownmen; , mithin 
dem Quadrat der’Hypotenufe gleich ‚oder es il-BC? = 
AB? -h ACA 

[Diefen Satz, einen der Wichtigften i in der G cometrie , ioll 
nach der allgemeinen Sage des Alterthums Pythagoras erfunden 


haben, und er wird deshalb en der pythagoreijche Libr- 
fetz genannt, - 


Folgerun e 1. Das Oundrat ac der Katheten if} 
gleich dem Quadrat der Hypotenufe, weniger dem Quadrat 
der andern Kathete*, z. B, AB? = BC? — AC2. Mič 
hin i das Quadrat einer der Katheten auch gleich ei- 
nem Rechtecke, welches aus derSumme und und dem 
Unterfchiede der Hypotenufe und der andern Kathe- 
te befchrieben it, oder AB? = (BG + AC) x; (EC — 
AC) * 

[Folgerang 2. Unferm Beweife gemäfs hat das 
Rechteck BE mit dem Quadrate AH, und eben fo das 


L ée 
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Rechteck DG mit dem Quadrate | AI gleichen 
Inhalt, 

e" Ein Perpendikel AD, welches aus der Spitze eines 
rechtwinkligen Dreyecks auf die Hypotenufe: gefällt wird, 
zerfchneidet diefe folglich fo, dafs das Rechteck aus jedem 
der beyden Abfehniste und der ganzen Hypotenuje, dem Quas 
drate derjenigen Kuthete, welche an dem Abfehniste ane 
liegt, gleich ift, oder dafs BD x BC = Ab? und CD x BC 
AC ift, 

E) Das rechtwinklige Dreyeck felbft wird durch das 
Perpendikel AD in zwey kleinere vechtwinklige Dreyecke 
ABD, ACD zerfällt, und zwar find diefe untereinan- 
der und mit dem Ganzen gleichwinklig, indem die Win- 
kel B -HBAD und BAD-+ DAC beyde einem Rechten 

1 31,£2 gleich *, mithinB=DAC.und € =DAB find. 


y) Von jedem. diefer kleinern Dreyecke gilt alfo 

tfn) Euch das Bewiefene, und es it AD? = AB? — BD2* — 
* (2) BD xBC* BS e ‚ED x x (BC — BD) ir alfo AD? 
Säz, — BD wv DÉI Das Quadr at über dem Perpendikel ift alfo 
dem Rechteck aus den beyden Abfchnitten der Hypotennfe 
gleich, eine elegante und fruchtbare Eigenfchaft des 


_ rechtwinkligen Dreyecks, 


5) Verhindet man hiermit den Satz, dafs de Sei- 

sa fin ten gleicher Rechtecke' verkehrt proportional. find *, 
fo folgt aus”, dafs fich {tets verhält BD: AD = AD: DC, 

und eben fo folgen aus e, die Proportionen BD ; AB 

= AB:BC und CD; AG = AC: DC, Alo wird die Hy- 
patenuf? durch das Perpendikel AD fa zerfchnitten, dafs 

y) diefes Perpendikel felbft.die mittlere Propoztionallinie zwi. 
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fehen den beyden Abfchnitten, *2) jede der Katheten die mit» * V. 5, 
lere Proportionallinie zwifchen dem Abfehnitt unter der 
Kathete und der ganzen Hypotenufe iffe Hierauf wer: 
den wir einfache Methoden gründen, um zu Zwey ges» 
gegebnen Linien, oder zu einer Linie und einem Ab- 
fchnitt derfelben, mittlere Proportionallinien zu finden, 


und gegebne Rechtecke in Quadrate zu verwandeln. 


£) Die Quadrate der beyden Katbeten und der Hypos 
tenufe verhalten fich zu einander, wie die beyden Abjehnitte 
der Hypotenufe untereinander und zur ganzen Hypotenuje, 
oder 

Aën, AC? : BC = BD: DC: BC, 

Denn die Rechtecke BE, DG, BG, denen jene Quadra» 
te gleich find, haben die Hypotenufe zur gemeinfchaft» 
lichen, Höhe, verhalten fich allo wie ihre Grundli- 
nien * — Durch Bildung eines rechtwinkligen Drey- x A 
ecks wird es alfo möglich feyn Linien datzuftellen, die 
fich wie zwey gegebne Quadrate verhalten, und uma 


gekehrt. ] 

[Folgerung 3. «) Das Rechteck ans den beyden 
Katheten hat’ gleichen Inhalt mit dem Rechteck aus der 
Hypotenufe und aus dem Perpendikel, oder AB x AC = 
AD x BC, Denn diefe beyden Rechtecke haben mit 
dem techtwinkligeni Dreyeck gleiche Giundlinien und 
Höhe, folglich beyde einen doppelt fo grofsen Inhalt 
als diefesDreyeck, und mithin beyde einen gleichen 
Flächenraum. (Euklid, X, 34, Lemma) 


6) Der'Inhalt des vechtwinkligen Dreyecks felbft iit 
gleich $ AB x AC oder AD x BC, und verhäls fich 


Wr. 


Fig, 28. 


Pie, 29. 
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zum Quadrat der Hypotenufe wie £AD.: BC; und zum 
Quadrat über einer Kathete, z.B, über AB, wie 3 AC: AB 
oder wie $ AD:BD. Denn es ift 
A ABC : BC2 = $ AD xBC:BC2—= Ž AD: BC uni 
A ABC: AR? = 3 AB x AC: AB? ZAC: AB 
oder = SZ AD x BC : ED x BC = ZAD B9. 
+) Da bey wen gleichen Verhältniffen die Vor« 
derglieder auch dem Doppelten der Hinterglieder pro- 
portional find *, {o verhält fich 
A ABC : BC? + AB2 + AC? = Z AD: 2 BC 
= AD: 4 BC 
(Gregor von St, Vincenz 1. 23. 24.) 

[Folgerung A Fällt man im gleich/chenkligen Drey- 
eck ABC, aus der Spitze eines der gleichen Winkel an 
der Grundlinie, z. B. aus B, ein Perpendikel ED auf 
den gegenüberliegenden Schenkel, fo iĝ die Summe der 
Quadrate über alle drey Seiten des Dreyecks gleich CD? 3. 
2 AD2 + 3 BD2. Denn es it BC? = CD? + Ge 
und AB? = AC AD= +1BD*, folglich BC? + AB2 
Lt AC = CD? + 2 AD2 + 3 BD2. (Gregor von 
St Vincenz L 40.) 

Sätze die ich mehr ihrer Nettigkeit alsihrer Brauchs 
barkeit halber hier mit aufnehme. | 

Zufatz. Ein Quadrat ABCD wird ‘derch die 
Diagonale AC in zwey rechtwinklige Dreyecke ge- 
theilt, wovon jedes, wie z. B. ABC, gleichfchenklig 
if. Alfo find die beyden Quadrate über die Katheten 
diefes Dreyecks einander gleich , folglich AC2 = 
2. AB? Im jedem Quadrate ift folglich das Quadrat 
der Diagonale doppelt Jo grofs als das Quadrat einer der 
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Seiten. — Diefes läfst fich auch fo beweifen, Man 

ziehe durch die gegenüberftehenden Winkelpunkte des 
Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen- 

den Diagonale, fo entfteht dadurch ein Parallelogramm 
EFGH, welches, da beyde Diagonalen gleich und auf 
einander fenkrecht find *, das Quadrat der Diagonale "I. 3% 
ift. Diefes Quadrat enthält g rechtwinklige Dreyecke 

in fich, die fich decken, und deren A das Quadrat ABCD 
ausmachen; daher jenes Quadrat das Doppelte von die- 

fem if. 


Es verhalten fich alfo in jedem Quadrate ABCD, die 
über eine der Diagonalen und über eine der Seiten be- 
fchriebnen Quadrate AC2 : AB2 = 2:1, folglich die 
Seiten diefer beyden Quadrate, wie die Quadrat- 
wurzeln aus 2 undı *%, oder AC:AB=/2:1r. Diefe “Z3y 
beyden Linien haben alfo eis irrationales Zablverhäle- 
nifs, und mithin find die Diagonale und die Seite eines pea 
den Quadrats untereinander incommenfürabel*; ein Satz, *I1,Auf, 
womit Euklid feine Abhandlung über incommenfu. Aix ® 
table Flächen fchliefst (X. 117), und den wir weiter- 
hin noch auf eine andre Art beweifen werden, | 


Lesuersarz 13] 


“ In jedem fchiefwinkligen Dreyeck ift das Quadrat Fig. 30. 
einer Seite BG, welche einem fpitzen Winkel A 
gegenüber fiht, kleiner, dagegen das Quadrat 
einer Seite be, welche einem flumpfen Win 
kel a gegenüber flieht, grö]ser als die Sum. 
ans der Quadrate der beyden andern Seiten. Und 
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zwar, wenn man von einem der Endpunkte diefer 
Seite, z.B, aus B, auf die gegenüberfichende Seite 
AC, oder deren Verlängerung, ein Perpendikel fällt; 
Jo ij das doppelte Rechteck aus AC und dem Abfehnit- 
ze dier Seite, welcher, am Winkelpunkte A (nicht an 
BC) anliegt, jenem Unterföhiede gleich. Oder es ift 


1) wenn der Winkel A [pitz if, 
BC = Ai Aen AL — 2 ACX AD 


2) wenn dagegen der Winkel a Rumpf ih, 
be = ab? -H a? H aac X ad 


1: IQA eine fþitzer Winkel, fo liegt das Perpen» 
dikel BD zwifchen den beyden Schenkeln diefes Win» 
kels, und folglich mit der Grundlinie des Dreyecks 

k 1. 16.d. h, mit AB auf einerley Seite des Punktes A* If 
SC überdem auch der Winkel C {pit2; fo fällt das Perpen« 
dikel BD irherhalb des Dieyecks , und es it CD = 

AC = AD; ift dagegen der Winkel C ftumpf, fo 

fälle das Perpendikel BD über den Schenhel LC hinaus, 
#1.16.2: aufserhalb des Dreyecks *, und es ift umgekehrt CD 
4 hi = AD = AC, In beyden Fällen ift alfo CD dem Une 
terfchiede zwifchen AC und AD gleich, nur dafs im 

eriten Fall die Grundlinie AC, im zweyten AD ert, 

{ser iit; und mithin ift in beyden Fällen gleichmäßig 

sie, CD? = AD? + AC «= 3 ACXAD* Fügt man nun 
zu diefen gleichen Flächenräumen beyderfeits BD? bins 

u, und fetzt fort der Quadrate der beyden Katheten 

* ua BS + CD2, das Quadrat der Hypotenufe, BC’ *, 
und 
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und eben fo Gar BD, + AD,, AB?, fo erhält man 
BC2 = AB? + AC2— 2 AC x AD. 


2) Ifta ein fumpfer Winkel, fo liegt das Perpen- 
dikel bd aufserhalb beyder Schenkel*, (Zeichen den 
Schenkeln des fpitzen Nebenwinkeis) und fteht daher 
nicht auf der Grundlinie ac felbft, fondern auf deren 
Verlängerung auf, die in Abficht des Punktes a entge. 
gengefetzt liegt. In diefem Fall ift alfo cd = ad +ac, 
folglich cd = ad? + ac? + 2 ac x dd , und wenn 
man beyderfeits bd, hinzufügt, 

be? = ab? A aca + 2 ac X ad. 


Folgerung 1. Der Winkel A magallo /hitz oder 
Dampf feyn, fo wird in beyden Fällen das Quadrat der 
gewenüberftehenden Seite BC, durch die Summe der 
Quadrate der anliegenden Seiten AB, AC, und durch 
das doppelte Rechteck 2 AC x AD beftimmt, nur dafs 
dieles für fpitze Winkel abzuziehn, für ftumpfe 
hinzuzufügen it. Die Ausfage für beyde Fälle laffen 
fich daher bequem in folgende allgemeine zufammen 
ziehn 

BC?=AB2-AQF2ACXAD 
wo, wenn A fpitz ift, für den letzten Theil das obere 
Zeichen, wenn A hingegen flumpf ift, das untere Zei, 
chen gilt. 


IR A ein rechter Winkel, fo mufs diefer Theil fort- 
fallen, damit wir die Ausfage des Pyrhagoreifchen Lehr. 
fetzes erhalten. Inder That fällt dann das Perpendikel 
BD mit der Kathete BA zufammen, daher dann kein 

T 
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Abfchnitt AD, mithin auch kein Rechteck AC x: AD 
vorhanden ift, 


‚Grade fo liegt der Abfchnitt AD, fo lange der 
Winkel A fpitz ift, mit der Giundlinie AG auf einer- 
ley Seite des Punktes A, hingegen wenn a ftumpf ift, 
auf der entgegengeletzten Seite, hat alfo in diefem 
ıweyten Fall eine entgegengefetzte Lage als im erftern, 
und von diefem Entgegengefetzten in der Lage des 
'Abfehnitts rührt es her, dais das Rechteck 2ACx AD 
in beyden Fällen auf entgezengefetzte Art vorkömmt, 


in jenem wegzunehmen, in diefem hinzuzufügen ift. 


Anmerkung 1. Diefes Entgegengcefetzte in Abfichit der 
Lage, (es fey num zweyer Linien, oder zweyer Winkel, u. í. f£.) 
in Fällen, die fich fonft ganz gleich find, pfiegt man in der reck- 
nenden Geometrie durch die Benennungen pofitiv und negativ zu 
charakteritiren, indem man die Linien, Winkel u. f f., weiche 
diefeibe Lage als in dem Fall haben, von dem man ausgeht, pc- 

“tive Linien, Winkel u, LL nennt; diejenigen hingegen, die 
auf eentgegengeferzte Art liegen, negative Linien, Winkelu. f. f, 
In fo fe man fich dann blofs an den arithmetiichen Sinn der geo- 
metriichen Sätze und Tormeln hält, und es lediglich mit Zahlaus- 
drücken für ausgedehnte Gröfsen zu thun hat, kann man das, 
was durch diefes Entgegengeferzte in der Lage, in den Sätzen 
und Formeln abgeändert wird, nach den Regeln der Rechnung 
mit entgegengefetzten Zahlgröfsen, wie fie die Arithmetik ent- 
wickelt, beurtheilen, wobey uns Gic Ausfage für open einzigen 
Fall genügt, hier z, B, für den Fall eines {pitzen Winkels, für 
den BCZ = ABz2 + AC2 — 3 AB X AD ift. Denn gielt des 
Begriffs negativer Grojsen, und den darauf gebauten Rechnungs- 
regeln, liegt in diefer Formel zugleich die Ausfage tür den Fall 
eines ftumpfen Winkels, für welchen AD auf eine entgegenge. 


ferzte Art als für den fpitzen Winkel liegt, foiglich einen nega- 
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tiven Zahlwerth erhält, daher alsdann das fubtractive Produk 

z2 AB X AD den Regeln der Rechnung gemäßs, in ein Additi: ep 
übergeht Allen diefes Zufammenfaffen mehrerer Fälle, die in als 
lem, bis auf das Entgegengefetzte in der Lage gewifer Linien, 
Winkel u. fi fe hbereisffinmen, in einen Linzigen , gehört ei- 
gentlich nicht hierher, fondern in die recknende Geometrie , wel- 
che eben dadurch fo manche geomerrifche ‚Unterfüchung, die 
auf dem oftenfiven Wege, durch die Menge felcher Fälle fehr 
weitläufig und laugwierig wird, aufserordentlich abkürzt und 
erleichtert. Auf dem oftenfiven, eigentlich geometrifchen Wege, 
inufs man diefe Fälle einzeln betrachten, und für jeden die Ausa 
fage “einzeln aufitcllen und darin, weil, wie gefagts der 
Kunftgrif, alle- Ausfagen in Eine durch den Begriff des Negati- 
ven zulammenzufaflen, ünd aus ihr zu entwickeln, auf, arithıne« 
tifchen Gründen beruht, und der rechnenden Geometrie aus“ 
fchliefslich eigen ift, 


Daraus folgt aber nicht, dafs man im Syftein dert Geome-, 
trie aus folchen cinzelnen Fallen auch einzelne Sätze machen müle. 
Dadurch würde die Veberficht und das Behalten viel zuf fehr er- 
{chwert, Vielmehr mufs man fie, wenn ich nicht irre, auch hier 
als blofse Modihicationen eines und deflelben Hauptfätzes unter 
einer allgemeinen Ausfage zufammenfteilen,, die blos , je nach- 
dem gewiffe Linien, Winkel u. f. fı eine entgegengeferzte Lage 
haben, nüancirt wird, Euklid, Le Gendre und falt alle andern 
Geometer pflegen fie zwar durchgängig als einzelne Sätze aufzua 
führen, und machen fo z. B, aus den beyden Fällen. diefes Le, 
Satzes , zwey verfchiedne Sätze, Weil Mer dadurch die Ucher. 
ficht der Wiffenfchaft in.der Thar nicht wenig geftörht und era 
fchwert wird, fo glaube ich diefes für einen Fehler gegen die 
Methode halten zu müffen, den ich zu vermeiden durchgängig Bea 
dacht gewefen bin. Diefe Zufammenftellung gewährt überdem 
noch den Nutzen, dafs fie von feibft darauf führe, genau nache 
zufehn, worin fich jedesmal die verfchiednen Fälle unterfchei- 


Ta 
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den‘, und wie fie fich melt des Begriffs des Negativen unter 
eine ` Ausfage zufanmenziehn, und aus ihr entwickeln laffen; 
Uebungen , die ich dem Anfänger recht fehr empfehle, und 
durch die er fich in dem rechten Sinne und dem Gebrauch diefes 
für die Analyñs und ihre Anwendungen fo wichtigen Begriffs felt, 
fetzen wird, Und zwar verfuche er das fogleich an Lehrfatz 10 
und bey den Folgerungen zu Lehrfatz rr, fo wie bey den fol- 
genden Lehrfätzen, bey denen ich hierauf nicht wieder zurück- 


Lé 
kommen werde, 


Was unfern Lehrfatz betrifft, fo umfafst er, wie wir gefehn 
haben, zugleich den Pythagoreifchen Lehrfatz, als einen von drey 
Hauptfällen, und dehnt ihn mit gehörigen Modificationeu auf 
alle Arten von Dreyecken aus. Und zwar beruhen diefe drey 
Fälle unmittelbar auf der Befchaffenheir und Lage des Abfchnitts 
AD, welcher den Abftand des Perpendikels BD vom Winkel- 
punkte A beitimmt, und folglich mittelbar auf der Befchaffen- 
heit des Winkels A. Je nachdem diefer Winkel A fpitz , ffumpf 
oder recht ift, fälle das Perpendikel ED und zugleich der Ab- 
fehnitt AD, entweder auf die Seite des Punktes A, auf welcher 
die Grundlinie AC des Dreyecks liegt „oder auf die entgegenge: 

. fetzte Seite , oder in den Punkt A felbft hinein. Und das macht 
die Verfchiedenheit der drey Falle aus, und begründet die Vert 
fchiedenheit in der Ausfagz des Satzes, Datz indefs felbfk diefer 
fo verallgemeinerte Satz fich wiederum nur als einen befondern 
Fall eines noch allgemeinern Satzes über das Dreyeck anfehn 
laffe ; davon wird uns Lehrfatz (e überzeugen. 


EUER Folgerung 2, Fällt man aus beyden Endpunk- 
ten der Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten 
des Dreyecks ABC, oder auf deren Verlängerungen » 
Perpendikel BD, CE; fo it, unferm Lehrfatz zu Fol- 
ge, fowohlBC2= AB? + AC? Z2ACx AD als auch 


BC? = AB? -4 AC? F 2 ABx AE; wo in beyden Fäl- 
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len das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach- 
dem A fpitz oder ftumpf ift. Mithin mufs in jedem 
Dreyeck, der Winkel A fey fpitz oder flumpf,, 
AC x AD = AB x AE feyn, und folglich auch AC: AB 
— AE:; AD EE 


Zieht man durch den Durchfehnittspunkt der bex- 
den Perpendikel BD, CE die grade Linie AF, fo Gei 
auch diefe auf der gegenüberftehenden Seite BC fenk- 
recht *; daher gleichfalls BC x BF = BA x BE und’ Ir. sz, 
CA x CD=CBx CF ift,und fch auch verhält BC: BA, ^” 
= BE:BF und CA :CB = CF: CD. 


Perpendikel aus den Winkelpunkten eines Dreyecks auf 
die gegmüberfehenden Seiten gefüllt, durchfchneiden diefe 
folglich fo, dafs je zwey Rechtecke, welche aus einer Seite. 
snd demjenizen Abjehnitt derfelben, der an beyder Seiten 
Darchfehnittspunkt anliegt , flets gleich find; oder dafs 
je zweyer Seiten Abfchnitte , die an demfelben Winkelpunk. ` 
te liegen, fich verkehrt wie die Seiten verhalten *, *E7, 


Folgerung 3. Für einen fpitzen Winkel A ift 
das Rechteck 2 AC x AD = AB2 JL AC — BC2; für 
einen ftumpfen Winkel a hingegen 2 ac x ad = be? 
— ab? — ac2 Für beyde wird alfo diefes Rechteck 
dusch die Quadrate der Seiten auf gleiche Art gegeben, 
nur dafs im erftern BC2 kleiner, im zweyten bc? grölser 
ift, als die Quadrate der beyden andern Schenkei zu- 


fammengenommen. 
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Jeder der einzelnen Abfehnitte, z.B. AD, wird’ mit- 
hin durch die drey Seiten des. Dreyeckstfolgendermafsen 
AB a AD2 BC 


befimmt, AD = - und 
2 AC 
bc? — ali — ac? aa Ä 
ad = ——— ; Ausdrücke, welche, je nach- 
2 ac 


dem man den geometrifchen oder den arithmetifchen 
42.2. Sinn der Zeichen nimmt *, verfchieden zu überfetzen 
find, Dem geometrifchen Sinn gemiifs verlangen fie, daß 
man erftens ein Quadrat, welches den ;Quadraten von 
AB, AC zufarmmengenommen gleich, und zweytens 
ein Quadrat welches dem Unterfchiede zwifchen die- 
Zem und dem Quadrat von BC gleich fey, bilde, und 
diefes dritte Quadrat in ein Rechteck, das 2 AC zur 
Grundlinie hat, verwandle, (wozu man "die Methoden 
unter den Aufgaben am Ende diefes Buches findet) um 
den Ahfchnitt AD, als die Höhe diefes Rechtecks zu 
finden. Nach dem aritnmetifchen Sinn genommen, er- 
hält man, wenn man die Zahlwerthe der Seiten auf die 
Art, wie die Formel es ausfagt, zufammen nimmt; 
den »Zahlausdruck des Abichnits AD, der für die 
Trigonometrie, wenn man aus den Zahlausdrücken der 
drey Seiten des Dreyecks den des Winkels A focht, 
und für Lehrf. 20, von Wichtigkeit ift, 
Aus ADund BC findet fich endlich geometrifch 
ua Er, fowohl als arithmetifch das Perpendikel AD *, und 
aus dem Zahlwerth deffelben der Inhalt des Dreyecks 
e a. ABC*, der alfo auf diefe Art aus dem Zahlwerth der 
drey Seiten gefunden ift. Indefs werden wir im fol. 


genden Buchs dazu einen bequemern Weg finden, 
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Folgernung 4. Endlich werden die an dem Win- 
kel A anliegenden Seiten des Dreyecks ABC durch folgende 
Ausdrücke gegeben,  Erflens die Seite AB, auf welcher das 
Perpendikel wicht fteht, durch A52 = BC2 — AC? + 
2 ACx AD. Zmeytens die Seite AC, auf die das Per- 
pendikel gefällt it, durch AC2 "a AC x AD = 
BC? — AB?, (foiglich der Zahlausdruck derfelben 
durch eine unreine quadratiiche Gleiehung,) wo wie- 
derum das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach- 
dem A {pitz oder ftumpf ift. 


Aus der zweyten Formel folgt, dafs 
AC x (AC F 2ADy=BC2 — AR2ift* Theilt man * Pä 
daher die Grundlinie des Dreyecks, AC,. im Punkte 
O in zwey gleiche Theile, da denn AC x (AC F2 AD} 
gleich AC x (2 AO F 2 AD) gleich 2 AC x OD wird, 
und zwar fowohl für fpitze als für ftumpfe Winkel; 
fo it2 AC x OD = BC2 — AB2; ein fehr brauchba- 
rer Satz, den wir weiter unten nochmals als befon- 


dern Lehrfäatz aufftellen, und noch auf andre Art her- 
D D 
leiten werden *, 7, 


Folgerung 5. Ifi das Dreyeck ABC pleichfèhenk- Fig. 28- 
lig, Adie Spitze, BC die Grundlinie, und AF das Perpen- 
dikel auf die Grundlinie, fo wie BD das Perpendikel 
auf den Schenkel AC (foiglich AB = AE, BF = BC * Luzzi, 
und die Winkel an der Grundlinie B, C nothwendig 


fpitz *) {o ift, dem hier Bewiefenen gemäfs SL 
ei BC? = 2 AC? F2 AC x AD* = 2 AC x (AC FAD) e (f, 1.) 
=a AC CIA sE% 


A fey fpitz ader ffumpf, da im erftern Fall das obere, 
im zweyten das untere Zeichen gilt. Und das iĝ aller» 
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* £ 2. dings richtig, da CA xCD = CB x CF * und CF =!CB 


ift, 
AGTE 2 A" 2—_ n,a02 E 
La B) if 2 NE om DR eek E S 


2 AC ERT 


Anmerkung 3 Folgenden eleganten Beweis, welcher bey- 
de Fälle unfers Lehrfutzes, ganz nach der Art , wie wir den 
Pythagoreifchen Lehrfatz bewiefen haben, und zwar unabhängig 
von diefem, darthur, halte ich der Mühe werth,hierher aus Gre- 
gor von, St. Vincenz (I. 44.U.45) zu übertragen, obgleich er fich 
auf einen Satz über die Schnen ftützt, den wir erft weiterhin be- 

22, weifen werden E. indem diefer Hülfsfatz fch auch; leicht unmit” 

De, 32, telbar aus Lehrfatz 7 ableiten läfst. -Unfre Figur Dellt zwar nur 
den Fall des ftumpfen Winkels dar, reicht aber hin fich daran 
auch den Fall des fpitzen Winkels zn denken, der nur wenig 
verfchieden ift, und für den jeder fich leicht felbft eine Zeich- 
nung entwerfen wird, 


+ 


Man befchreibe über die drey Seiten des gegebnen 

Dreyecks ABC Quadrate AH, Al, BG, und über die 
Grundlinie BC, als Durchmeffer, einen Halbkreis. Je 
nachdem nun der Winkel A recht , fpitz, oder fumpf 

it, fällt der Winkelpunkt A euf die Kreislinie, oder 
"ılasf,aufserbalb, oder innerhalb des Kreifes *. In den bey- 
Lü: SÉ: den letztern Fällen wird alfo die Kreislinie entweder 
von den Schenkein, oder von deren Verlängerung, in 

den Punkten P, Q durchfchnitten , und zieht man 

durch diefe Durchfchnittspunkte die graden Linien 
CPM, BQN, fo find P, Q als Winkel im Halbkreife, 
»]1123Z, Rechte *, folglich BPMH und CQNIRechtecke, {o wie 
auch AFML, AQNK; und zwar find diefe letzteın 
Rechrecke, jenes aus den Linien AP, AB, diefes aus 

AQ, AC befchrieben, alfo (da BP, CQ Sehnen find, 
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die fich in einem Punkte A durchfchneiden,) vermöge 
der Natur des Kreifes gleich * Theile man nun, * 22. 
wie beem Beweile des Pythagoreifchen Lehrlätzes, das 
Quadrat über der Grundlinie BC durch das Perpendi- 
kel AE in zwey Rechtecke, und zieht AG, BI; io ente 
ftehn zwey Dreyecke AGC, BIC, welche, jenes mit 
dem Rechteck DG, dieles mit dem Rechteck CN über 
gleicher Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen 
ftelın, folglich halb fo grofs als diefe Rechtecke find *. aE 
_ Beyde Dreyecke decken fich aber, find alfo gleich, und 
folglich haben auch die Rechtecke DG und CN glei- 
chen Inhalt. Grade fo thut man dar, dafs auch die 
Rechtecke DF und BM gleichen Inhalt haben. Folg- 
lich it BC2 = Rechtk. CN + Rechtk. BM oder BC: 
= AC2 FACxAQ + AB2 F AB x AP; und da die 
beyden Rechtecke gleich find, 

BC2= AC2+AB2F2ACx AQ 
wo das untere Zeichen gilt, wenn A ftumpf, das obe- 
re wenn A fpitz it, und wo man {tatt des letztern 
Bechtecks auch das Rechteck F 2.AB x AP fetzen 
kann, d. U, 


[LEH RSA TZ I4] 


Ein Dreyeck ABC ift bey A rechtwinklig, fpitz- p; j 
awinklig oder flumpfwinkig, je nachdem das Quadrat 
der Seite, BC, welche diefem Winkel gegenüberjleht, 
den Qundraten der beyden Seiten AB, AC, welche 
den Winkel A einfchliejsen, zujfammenzenommen 
gleich ift, oder kleiner, oder grölser ift, als dieje bey- 
den Quadrate, 


8.30, „ 
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Denn gefetzt es ik BC = AB? 4 AC2, und doch 
wäre A kein rechter, fondern ein fpitzer oder ein 
ftuinpfer Winkel, fo müfste zugleich auch BC2 = 

* 13. AB? + AC? 7 2 ACx AD feyn*, welches der Vors 


ausfetzung widerfpricht. 


Eben fo müllen, wenn BC? = ABB AC2z 
2ACKAD it, und der Winkel A wäre nicht im Fall 
des obern Zeichens /pitz, fondern recht oder ftumpf, und 
nicht im Fail des age Zeichens flumpf, fondern recht 
oder fpitz,, vermöge der beyden vorigen Lehrfätze zu- 
gleich BC? = AB? -+ AC2 oder BC2 = AP: L Dee? 
2ACXAD feyn, welches ebenfalls der Vorausfetzung 
widerfpricht. 


Zufatz. Achnliche ‘Kriterien um aus der Größe 
der drey Seiten eines Dreyecks ABC, und eines der 
Stücke, welche durch die Perpencikel aus den Spitzen 
auf den gegenübestiehenden Seiten abgefchritten wer- 
den, zu beurinellen, ob ein beflimmter Winkel A der Drey- 
ecks , recht, Jpitz oder ffumpf i, geben die Formeln in 
Lehrfatz’ 13 Folgerung 3 und 4an die Hand, fo wie 
Folgerung 5 Merkmale, wonach fich aus der Gröfse 
der Seiten beurtheilen läist, ob ein Dreyeck gleich. 
fehenküg it, oder nicht, 


[L EmR SATZ. 15] 


gig. 33 Wenn man über zue Seiten AB, AC eines Drey- 
ecks AEC zwey Paraliiogramme BDE, ACFG, 
unter beliebigen Winkein, und von beliebiger Gröfse 
und Lage byjehreibt , die Saiten derfeiben, welche den 
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Seiten des Dreyecks gegenüberfichn, bis zu ihrem 
Dvrch[chnirtspunkte H verlängert, und durch diefen 
und die Spitze des Dreyecks die grade Linie HAK 
zieht: i 


Jò ift, wenn diefe Linien die Grundlinie BC GL 
fehneider, die Summe; wenn fie hingegen die Vera 
löngerung der Grundlinie fehneider, der Unterfchied 
der beyden Parallelosramme tiber AB und AC, einem 
ParalidogrammeBCML gleich, welches über die drit- 
te Seite BC des Dreyecks fo bejehrieben wird, dafs 
defen zweyte Seite der Linie HA gleich und paral- 
lel ift. 


Zieht man durch die Endpunkte der Grundlinie 
BC, parallel mit KH, zwey grade Linien, welche 
die Linien DE, FG, in den PunktenL und M, durch- 
fehneiden, fo find die Vierecke ABLH, ACMH, Pa- 
rallelogramme, da fie der Conftruction gemäfs, durch 
Parallelen zwifchen Parallelen gebildet werden *, Und’ L 34. 
zwar Rehn diefe Parallelogramme mit denen, welche 
über die Seiten AB, AC befchrieben find, auf gleicher 
Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen, haben 


alfo mit ihnen gleichen Inhalt *. Reg 


In ihnen find die gegenüberftehenden Seiten BL, 
AH,und CM, AH, mithin auch EL und CM, gleich. 
Da diefe Linien überdem der Conftruction gemäfs pa- 
rallel laufen, fo it CBLM ein Parallelogramm *, und * 1, zë, 
zwar einParallelogramm, welches aus den Linien BC 
und AH, letzterer in paralleler Lage mit KH, be- 
fchrieben if. 
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Ueberdem bildet die Linie HK mit den Seiten dica 
{es Parallelogramms, oder deren Verlängerungen, eben- 
falls zwey Parallelogramme LK, KM, welche mit den 
Parallelogrammen BLHA, CMHA, über gleichen 
Grundlinien BL, CM, und zwifchen gleichen Paralle- 
len fiehn, folglich gleichen Inhalt haben *. 


Diefe letztern hatten aber mit den Parallelogram- 
men ABDE und ACFYG gleichen Inhalt. Alfo if das 
Prier. ABDE = Deler, LK und Pılgr ACFG = Dier, 
MK. 


Durchfchneidet nun die‘ Linie AK die Grundlinie des 
Dreyecks BC felbft, fo iit das Parallelogramm- über BC 
die Summe der beyden Parallelogramme MK, LK, 
folglich 

Prigi. ACFG + Prlgr. ABDE = Gier. BCML; 
und dann iè Giefes letztere Parallelogramm unter Win- 
kein LC = B -+ BAKR und MCB = C+ CAK be. 
fchrieben. 

Durchfchneidet dagegen die Linie AH die Verlängerung 
der Grundlinie in einem Punkte K, fo ilt das Parallelo- 
gramm über BC der Unterichied der beyden Parallelo- 
gramme MK, LR, folglich 

Prlgr. ACFG — Prier, ABDE = Prier, BCML; 


und dann find die Winkel, worunter das letztere Pa- 


zallelogramnı beichrieben ift, LBC = B— BAK und 


MCB = C — CAR. 


Zufatz. Im Fall die beyden Parallelogramme, wel- 
che man über die Seiten AB, AC des Dreyecks, ABC 
beichreibt, Quadrate ind, geht die Ausfage diefes Sat- 
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zes, für rechtwinklige Dreyecke in den Pythagorei/chen 
Lehrfatz *, und für fchiefwinkiige in die allgemeinere ` 1. 
Ausfage deg 13ten Lehrfatzes über. Im diefem Fall ift 
nemlich das dritte Parallelogramm über BC, welches 
jenen beyden gleich it, beym rechtwinkligeun Drey- 

sck auch ein Quadrat, bey fchiefwinkligen hingegen 

ein Parallelogramm, das um zwey Rechtecke, wie fie 
‚Lehrfatz 13 angiebt, gröfser oder kleiner als das Qua- 

drat über DC an. Diefes Jäfst fich leicht mittelft fol- 
gendes Lemmas zeigen. 


Mülfsfatz, Be/chreibt man über eine der Katheten Fig, 344 

eines bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC, z. B. über AC, 

ein Quadrat, verlängert die Seite deffelben, welche der 
Kathete gegenüberfleht, und ziebt durch die Spitzen des ` 
echten Winkels und des Winkels C, Jenkrecht auf der Hya 
potenufe, bis an jene Seite oder deren Verlängerung, die 
graden Linien KAH und CM ; fo find AH und CM beyde der 
Hypotenufe des gegebnen rechtwinkligen Dreyecks gleich. 


Denn vermöge diefer Conftruction find erftens 
CMAH Parallelen zwifchen Parallelen, alfo CM = AH E, 
Zweytens find BAC und F rechte Winkel; eben Lo 
BCM und ACF, weshalb der Unterfchied derfelben 
vom Winkel ACM, d. h, die Winkel BCA und MCE 
gleich feyn müflen. Endlich find, als Seiten eines 
Quadrats, AC und CF gleich. Folglich decken fich 
die beydenDreyecke ABC, FMC *, und es ift allemal et 7, 
FM = AR und CM = RT, oder AH und CM find 
der Hypotenufe des rechtwinkligen Dreyecks gleich. 

De 


ET 


= 
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Folgereng 1. Werden folglich in. einem seclë, 
wiurligea Dreysck, über beyde tRatheten Quadrate AF, 
: AD befchrieben, und auf den Endpunkten der Hypo- 
tenufe Perpendikel BL, CM errichtet, welche die den 
Katheten gegenüberftehenden Seiten der Quadrate, oder 
deren Verlängerungen, in Lund M durchfchneiden, fo 
find diefe Perpendikei beyde der Hypotenufe BC 
gleich, ‚und folglich it BCML ein über der Hypote- 
nufe befchriebnes Quadrate Ueberdem durchichnei« 
det das Perpendikel KA jede diefer beyden Verlänge- 
rungen in einem Punkte H fo, dafs für die eine AH 
gleich CM, für dieandre AH gleich BL, ‚mithin für 
beydeigleich it, folglich in dem gemeinfchaftlichen 
Durchfchaittspunkte beyder Verlängerungen.. Da nun 
R re überdem AH mit BL und CM parallel läuft, fo ift * 
das Qradrat über der Hypotenufs BC, den Onadraten 
über den beyden Katheten zufammengenommen gleich, wie 
diefes derPythagoreifche Lehıfatz ausfagt, 


Fig. 35. Felgerung 2. Werden in einem febiefwinkligens 
Dieysck ABD, über zuer Seiten AB, AC Quadrate AD, 
AF befchrieben, und man fällt aus den Endpunkten 
der dritten Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten 
Perpendikel CP, EQ, und befchreibt über die Seiten 
BP, CQ Quadrate, BPed, und CQgf, fo gilt auch 
für diefe Quadrate unfer Lehnfatz, indem vermöge die- 
fer Conftruetion BCP. und BCQ rechtwinklige Dreyecke 
find, welche BC gemeinfehaftlich zur Hypotenufe haben, 
Errichtet man folglich auf B undC die 'Perpendikel Bl 
Cm, welche bis an die Seiten diefer letztern Quadrate, 
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oder ihre Verlängerungen reichen, fo ift jedes diefer 
Perpendikel der Hypotenufe BC gleich , alo auch in 
diefem Fall BCmidas Quadrat über der dritten Seite BC, 
Zugleich mufs auch in diefem Fall: das Perpendikel RA 

fich mit den Seiten, welche den beyden Karheten' ge- 
genüber tehn, in demfelben Donkte Schneiden, weil 

dieles Perpendikel , fowohl mit AB, BI, Ih, als auch 

mit AC, Cm,mh, Parallelen zwiichen Parallelen bildet, 
folglich für beyde Seiten gleiche Länge Bl = Cm hat, 
Mithin it nach Lehrfatz" 45 BCq = Rechik. ‘Ad — 
Rechtk. Afs- Nun aber it Rechtk. Ad =.AB? F AB 

x AP * und Reechtk. Af = ACT F ACx AQ, wo das "8.2.2 
untere Zeichen gilt, wenn A (wie in unirer Figur) 
Rumpf, das obere wenn A {pitz ift, (für welchen Fall 

man fich die Figur leicht felbft zeichnen wird). Ueber- 

dem find BQPC Punkte in einem Halbkreife *, ‚und *23,Z,2. 
folglich AB x AP = AC x. AO der Natur der Sehnen 
gemäfs *. Mithin iit BC2 = AB2+ AC? F2ABxAD, * ag 
wie diefes Lehrfatz 13 ausfagt. 


Anmerkung. Der intreffante Lehrfatz, von dem, wie 
wir fehn, die Sätze von den Quadraten, welche über-Seiten ei- 
nes Dreyecks befchrieben find , nur einen befondeın Fall aus. 
fagen , kömmt im Wefentlichen fchon bey Pappus, an der Spitze 
des vierten Buchs feiner mathematifchen Sammlungen vor (Col 
lectiones mathematicae lib, 4, pr. ti und wird vem ältern Ca- 
Gillen in den Schriften der Berliner Akademie der Wiffenfchaf- 
ten (Propofitions de Géométrie er de Trigonometrie élémentaire, 
demontrees d'une maniere nouvelle, Mém, de Berlin An, 3766, 
P. 354.) auf eine Ähnliche Art wie hier behandelt, 


ge H 


Fig, 36, 
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LEHRSATz 16) 


1. Ein Perpendikel, welches aus einem der Eck. 
punkte eines Dreyecks, z. B. aus A, auf die gegen- 
überjtehende Seite BC, oder deren Verlängerung gefällt 
wird., [chneidet diefje fo, dafs der Unterfchied der 
Onadrate aus beyden Abjchnitten BD, DC, dem Un- 
terjchiede der Quadrate aus den beyden andern Seiten 
des ‚Dreyecks, AB, AG, gleich ift ( BD? — DC 
= AB? — d 31 und zwar liegt Det der gröjsere 
Abfeinitt BD an dem gröfsern beyder Schenkel AB 
o, 

2. Und theilt man die GrundlinieBC im Punk- 
te Din zeen gleiche Theile , Jo ift der Unter/chied der 
Quadrate aus beyden Schenkeln AB, AC gleich dem 
doppelten Rechteck aus der Grundlinie und aus dem 
Abftande des Perpendikels AD von der Mitte der 
Grundlinie; oder AB? — AG? = 2,BCx DO, 


1. Da nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AB2 
= AD2 + BD? und AC? = AD?+CD2if, fo mufs 
auch, wenn man Gleiches von Gleichem abzieht, AB? 
— AC? = BD? — CD? feyn, wie diefes der erfte Theil 
des! Lehrfatzes ausfagt; und dabey kömmt es auf die 
Befchaffenheit der Wiakel weiter nichtan, Ift der Schen- 
kel AB gröfser als AC, fomufs folglich auch der an 
diefem Schenkel anliegende Abfchnitt BD der Grund- 
linie, der 'sröfsere feyn. 

2. Da der Unterfchied zweyer Quadrate dem Recht- 


eck aus der Summe und dem Unterfchiede ihrer Seiten 
C we gleich 
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gleich ift *, fo folgtiaus dem eben Bewiefenen, dafs * 1. 
AE? — AC? = (BD -+ CD) x (BD — CD) ift. Nun 

ift im fpirzwinkligen Dreyeck die Summe, im flumpf- 
winkligen der Unterfchied der beyden Theile BD, CD 

der Grundlinie BC des Dreyecks gleich. Halbirt man 
überdem die Grundlinie im Punkte O, und trägt OE 
gleich OD auf, foit auch BE gleich DC *, folglich "Gr. 2 8 
im fhitzwinkligen Dreyeck der Unterfchied der Linien 

BD, DC gleich BD — BE = DE =2DO, im fumpf« 
winkligen Dreyeck dagegen die Summe der Linien BD, 

DC gleich BD{-BE=DE=2.DO. Mithin if im 
fpitzwinkligen Dreyeck fowohl als im ftumpfwink- 

ligen l 

AE? — AC? = 2 . BC x DO. 

Und diefe Ausfage gilt auch für das bey C rechtwink, 

lige Dreyeck, für welches C und D zufamnenfallen 

und 2 DO x BC = BC2 ift; mithin für jedss Dreyeck. 

Eine Allgemeinheit, in der wir diefen Saz Ichon wei- 

ter oben unter den Folgerungen aus Learfatz 13 ken- 

nen gelernt haben *. 213.64 


Folgerung. 1. Da nach dm erten Theil des 
Lehrfatzes, für jedes Dreyeck AB’ — AC? = BD? —- DC2 
it, fo mufs auch, wenn man beyderfeits AC3 + DC? 
hinzufügt, AB2,—- CD?= AC2 + BD? Leen, In jedem 
"Dreyeck find alfo die Quadrete der beyden Schenkel, fanınt 
den Quadraten der ihnen gegenüberflehenden Abjchnitte der 
Grundlinie, die durch ein Perpendikel aus der Spitze ge. 
bildet werden, untereinander gleich. 


U 
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Eig. 37. Eolgerung 2. Eine grade Linie CG, welche man 
aus dem Scheitelpunkte C eines der fpitzen Winkel 
des bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC, nach der ge- 
genüberftchenden Kathete poder nach deren Verlängerung 
willkührlich zieht, theilt diefe folglich fo, dafs CB?-+- 
AG2 = CG2} AB? oder CB? -+ Ag? = Cg?-+- AB? ift, 
(Gregor von St. Vincenz I, 41.) 


Tig. 36. , Folgerung 3. Da nach dem zweyten Theil des 
Lehrfatzes in jedem Dreyeck der Unterfchied der Qua- 
drate zweyer Seiten, AB? — AC2, dem Rechtecke 
a BC x DO gleich ift; fo mufs in allen Dreyecken, wel- 
che über derfelben Grundlinie BC Beho. und für welche 
der Uuterfchied der Quadrate aus beyden Schenkeln AB, 
AC derbibe, folglich einem gegebnen Flächenraume 
F gleich d (AB2— AC? = F,) auch DO von einerley Grö- 


fe fen, (I = ch In ‚allen diefen Dreyecken 


Geht folglich os Perpendikel, welches aus der Spitze 
auf die Grundlini\ gefällt wird, vom Mittelpunkte der 
Grundlinie O gleidı weit ab, und da für alle diefe 
Dreyecke der Punkt C derfelbe ift, fo müflen ihre Spit- 
zen insgefammt in dafelbe Perpendikel auf BC fallen, 


vonder 


~ 


welches um die beftimmt Linie OD = 
i a 


Mitte der Grundlinie abfteht. Diefes Perpendikel ifl mit- 
hin der geometrifehe Ort des Dischfehnittspunktes zweyer 
grader Linien, welche von den gezebnen Punkten B und C 
aus gezogen, fich fo durchfebneiden, dafs der Unterföhied 
*LE. 21, ihrer Quadrate einem gegebnen Flächenwaum F gleich os. 


Oder es ift der geometrifche Ort für die Spitzen eines 
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Dreyecks, von welchem die Grundlinie BCund der Un- 


terfchied der Quadrate aus den beyden Schenkeln, d. i. 
F, gegeben ift, Verwandelt man diefen Flächenraum 


Fin ein Rechteck, welches über 2 BC als Grundlinie 
fteht *, fo giebt die Höhe diefes Rechtecks den Ab- 
ftand DO; und jeder Punkt Arin dem Perpendikel, wel- 
ches auf BC in der Entfernung DO von der Mitte der 
Grundlinie errichtet wird, giebt als Durchfehnittspunkt 
zwey grade LinienBA, CA, oder als dritter Eckpunkte 
ein Dreyeck ABC, deflen Schenkel die verlangte Befchaf- 
fenheit haben, Diefes Perpendikel fällt'innerhalb oder 
aufserhalb des Drieyecks, oder auf dem Schenkel CB, je 
nachdem der gegebne Flächenraum Fkleiner, oder grö- 
fser als A52, oder diefeım Quadrate gleich ift. 


Anmerkung. Unfer Lehrfatz, der bey Euklid fehlt, ift 
das erfte Lemma, und die Ausfage der dritten Folgerung der erfte 
Satz im Zweyten Buche von Apollonius ebren Oertern 3 auch eben 
dafelbft der erfte Fall des vierten Satzes, ki Oh 


Eier ie Asbl 


"Ae, e 


1. Wenn man in einem Dreyeck ABG von einem Fig, 36 


ger Winkelpunkte, z. B. von A, eine grade Linie AO 
nach dem Punkte O in der Mitte der gegenüber- 
ftehenden Seite BC zieht, fo if allemal AB? +- AC? 
= 240° + 2 0C’. 


Fälle von A auf die gegenüberftehende Seite das 
Perpendikel AD. Wie diefes auch liegen möge, fo 
theilt allemal die Linie AO das gegebne Dreyeck in 
zwey Dieyecke AOB, AOC, welche, je nachdem die- 

U 2 


SN 12.7. 
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fe halbirende Linie auf BC fenkrecht oder fchief auf- 
fteht, entweder beyde bey O rechtwinklig , oder das eine 
bey O ftumpfwinklig , das andre fpitzwinklig ift. 
Im erflen Fall (der ein gleichfchenkliges"Dreyeck, def. 
fen Spitze A ift, vorausfetzt *,) fallen die Punkte O 
und D zufammen, und es if Ak? 4+- AC2= 2 AC? = 


* 2 A02 +2 0C2*, wie derLehrfatz ausfagt. It im 


zweyten Fall AOB der ftumpfe, AOC der fpitze Winkels 
fo Geht in dem bey O fpitzwinkligenDreyeck, dem Win- 
kel O die Seite AC gegenüber, und aus A ift auf OC 
das Perpendikel AD gefällt, folglich , 


#13. (1) AC? = AO + OC? 20C x OD *; 


(eine Auslage, die für den Fall, dals C ein rechter 
Winkel ift, folglich AD mit AC zufammenfällt, und 
OD in OC übergeht, fich in diefe, AC2 = AO? — OL2 
verwandelt.) In dem bey O flumpfwinkligen Dreyeck 
AOB, wo der Schenkel AB dem Winkel bey Ogegen- 


#13. (a) Überfieht, ift AB? = AO + OB? +20B x OD *, oder, 


weil nach der Vorausfetzung OB gleich OC ift, 
AB2 = AO?2-+0C2+20Ux OD 
(eine Ausfage, die falls bey Cein rechter Winkel, und 
OD gleich OC ift, im diefe übergeht, AB2 = AO? + 
3 0C2). Esift daher auch in diefem zweyten Fall 
AB2 +AC2=2 AC? 4- 2 002 

es fey bey Cein fchiefer oder ein rechter Winkel: Die 
Ausfage des Lehrfatzes gilt alfo für jeden möglichen 
Fall. 

Ein andrer viel kürzerer Beweis diefes Satzes läfst 


fich unmittelbar aus Lehrfatz 11. Folgerung 3. ableiten, 
Denn da vermöge der Conftruction, die Gründlinie 
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BC des Dreyecks, inO gleich, und in D ungleich ge- x 
theilt ity fo it BD? DC? = 2 CO2 2 OD? folglich, 
wenn man beyderfeits 2 AD hinzufügt, dem Pytha- 
goreilchen Lehrfatz gemäfs, AB? + AC? = 2 AO? + 
2 OC2. — Umgekehrt kann man aus dem letztern 
Satze den erftern ableiten, wenn man für ihn noch 
einen andern Beweis, als den oben * mitgetheilten sr, £ a. 


wünfcht. 


Folgerung 1. Füralle Dreyecke, wie ABC, wel. 
che üher derfelben Grundlinie BC flehn, ift die Hälfte die- 
fer Grundlinie, OC, alfo auch 2. OC? von gleicher 
Gröfse *. Diejenigen unter delen Dreyecken, für wel- "E. 5. 
che überdem noch die Quadrate der beyden Schenkel Ab, 
AC einerley Gröfse haben, alfo AB? 4- AC? =F, d.h, ir- 
gend einem gegebnen Fiächenraum gleich find, mül- 
fen folglich allefammt!fo befchaffen feyn,, dafs ihre 
Spitze A von dem Mittelpunkte der GrundlinieO gleich weit 
abftehn. ‘Denn da unfermLehrfatz gemäfs für fiealle 
AB? + AC? = 2 AO? + 2 0C2 ift, fo it in jedem 
deier Dreyecke 2 A02 =F = 20C2, mithin 
AO =y(3F—0C2), alfo AO für alle von gleicher 
Gröfse. Folglich ift eine um den Mittelpunkt der 
Grundlinie BC, mit einem Hälbmeffer, deffen Zahl- 
ausdruck V ( $ F — OC2) ift; befchriehne Kreislinie, der 
geometrifche Drt für die Spitzen aller Dreyecke, welehe über 
derjelben Grundlinie BC flehn, und für welche die Samme der 7 
Quadrate aus den beyden Schenkeln gleiche Gröfse hat, 
Oder fie it der geometrifche Ort für die Aufgabe, welche 
verlengt, von zwey gegebnen Punkten B} C aus, zwey grade 
Linien zu ziehn, die fich in einem Punkte A fo durchfebnti« 
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den, dafs ihre Quadrate zufammengenommen einem gegeb= 
Be nen Flächenraum gleich Gud 5. Den Halbmeffer diefer 
Kreislinie findet man aus den gegebnen Gröfsen F und 

BC geometrifch, wenn man nach Anleitung der 
Aufgaben zu Ende diefes Buchs, die Figur F in 

ein gleichgeltendes Rechteck, und die Hälfte 
deflelben in ein Quadrat verwandelt, und dann die 

Seite des Quadrats fucht, welches dem Unterfchiede 


des eltern Quadrats von Raik gleich ift. 
2 


Ee, 39. Folgerung 2. Nimmt man umgekehrt auf dem 
Durchmeffer eines gegebnen Kreifes, oder auf deffen Verlän- 
gerung, zu entgegengefetzten Seiten. des Mittelpunkts , in 
gleicher Entfernung von demfelben, zwey Punkte B, C; fo 
ifi die Summe der Quadrate je zweyer Linien BM, CM, 
die man von diefen Punkten nach emem Punkte M in der 
Kreislinie zieht, für jeden folchen Punkt von gleicher Grö- 
fse. Eine artige Eigenfchaft der Kreislinie, welche, 
wenn man MO zieht, unmittelbar aus unferm Lehr- 
fatz folgt, 

Sie ftellt uns jedoch nur den einfachftenFall einer 
viel allgemeinern und weiter greifenden Zigenjchaft der 
Kreislinie. dar, die grade fo aus der Verallgemeinerung 

¥ se unfers Lehrfatzes *, wie die hier entwickelte aus de, 
fem Lehrfatze felbft Niefst, und von der man gleich 
nach den Anwendungen des gegenwärtigen Lehriatzes 

#78.0.19 auf das Parallelogramm und Trapez *, nach dem Beweife 


jenes verallgemeinerten Satzes, einiges finden wird. 


Fig se Zufatz I. Werden alle Seiten eines Dreyecks ABC 
durch grade Linien aus den gegenüberftebenden Winkelpunk- 
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zen, AD, BE, CF balbirt , fo ifi die Summe der Quadras 
te üher diefe Linien, gleich E von der Summe der Quadrate 
aus den Seiten des Dreyecks. Denn da das doppelte Qua- 
drat aus der Hälfte einer Linie, z.B. 2BD2, der Hälfte 
des Quadrats aus der ganzen Linie» Z BC2, gleich ift, 
fo ift unferm Lehrfatz .gemäfs 

AB2-+ AC? — } BC? = 2 AD? 

AB? 4- BC? — 2 AC2 = 2 BE? 

AC? ÄR — 2 AB? = 2 CF? 
folglich 3 (AB? + AC2 BC? ) = (AD2 -44 BE? CF3) 


Zufatz II. Ift ABC ein fchiefwinkliges Drey- Fig’ A? 


eck, fo ift das Quadrat der Seite AB, kleiner oder grö- 
‚ fser als die Summe der Quadrate der beyden andern 
Seiten AC, BC*, Dann mufs es folglich auf der Seite 
AB, oder auf deren Verlängerung, einen Punkt O ge- 
ben, der aufihr zwey Stücke AO, BO abfchneidet, 
deren Quadrate zufammengenommen den Quädraten 
der beyden andern Seiten AC, BC gleich find. Die- 
fen Punkt O findet man allemal, wenn man AB über B 
hinaus, und die Seite AC über C hinaus verlängert, 
auf diefer Verlängerung CF = CA nimmt, FB-zieht, 
auf der erftern Verlängerung BG = FB anfträgt, ‘und 
dann AG halbirt. Der halbirende Punkt ut der gefuchte 
Punkt O. A j 

Denn weil dann AG in O gleich und in B ungleich 
getheilt ift, fo ift erftens -AB2 tr BG? = 2 AO2 4 
2 BO? *; und weil zweitens auch ‚im Dreyeck 
ABF, die'Seite AF halbirt gt, ift AB2 A Bi?=2BC2 
+ 2 AC2° Nun aber ift der Conftruction gemäfs BF 
gleich BG, folglich AO? + BO? = BC? + aç? mit- 


Auf? 


hin O der gefuchte Punkt, der auf der Seite AB oder 


deren Verlängerung, zwey Stücke abfchneidet, deren 
Quadrate den Quadraten der beyden Seiten AC, CB 
zufammengenommen gleich find. 


Da in denDreyecken BCA, BCF, die Schenkel, 
welche die Winkel bey C einfchliefsen, untereinander 
gleich find, fo ift, falls AB einem /Pitzen Winkel ge- 
genliberfteht, AB < FB, alfo < BG, und mithin fällt 
alsdann der Punkt O allemal in die Verlängerung der 
Seite AB. Steht hingegen AB einem fumpfen Win- 
kel gegenüber, fo it AB>FB, alfo > BG und der 
Punkt O liegt dann ftets in der Seite AB, wie diefes 
auch Lehrfatz 13 gemäfs feyn mufs, 


Fig. 42. Zufatz IL Wenn man von irgend einem Punkte 
F nach den vier Eckpunkten eines Rechtecks ABCD grade 
Linien zieht, fo if} die Summe der Quadrate je zweyer die- 
fer Linien, die nach. den gegenüberftchenden Winkelpunkten 
gezogen find , einander gleich, oder FA? 4 FC2 — FB2 
+ FD: 


Denn zieht man die beyden Diagonalen AC, BD, fo 
halbiren fich diefe wechfelfeitig, fo dafs AO=OC = OB 
136.2. 0Dift*, Zieht man FO, fo ift im Dreyeck AFC 
vermöge unfers Lehrfatzes FA? + FC? = 2 FO? + 2 AO?, 
und im Dreyeck BFD eben fo FB2- FD? = 2F02-4- 

* Gr. 1. 2 DO?, folglich FA? + FC2 = Fi? + FD2*, 


Anmerkung., Bey Le Gendre findet fich zwar der Lehr- 
fatz , aber fein Beweis it mangelhaft. Folgerung 2 und Zufatz 3 


kommen in Simpfons Elementen vor; Zufatz r und 2 entlehne 
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ich aus Gregor von St, Vincenz 1, 42 und 49. und Folgerung ı macht 


in Apollenius cbnen Oertern I, 5. den ellen Theil des erften 
Falls aus, 


dE "e 
LEHRSATZ (8, 


In jedem Parallelogramm ABCD ift die Fig. 43. 
Summe der Quadrate aus allen Seiten, den Quadra- 


ten der beyden Diagonalen AC, BD zufammengenom- 
nen gleich. 


Da jedes Parallelogramm durch eine der Diagona- 
len, z. B. durch AC, in zwey Dreyecke ABC, ADC 
getheilt wird, welche über der Diagonale als Grund- 
linie tehn, und überdem die beyden Diagonalen {fich 
in ihrem Durchfchnittspunkte O’ wechfelfeitig halbiren, 
fo dats AO = OC und BO = OD wird, fo it, eıfens 
im Dreyeck ABC 

AB? — BC? = 2 AO? + 2 BO? 
und zweytens im Dreyeck ADC 
AD? + DC? = 2 AO? + 2 OD? 
folglich, wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufügt, 
und ftatt des vierfachen Quadrats der halben Diagona- 
len (4 AO?, 4 BO?) die Quadrate der Ganzen fetzt *, 423 
AB? + AD2 + DC? + BC? = AC? + ED? 

Folgerung. Da im‘; Parallelogramm die gegen- 
überftehenden Seiten, folglich auch die Quadrate der- 
felben, gleich find, fo läfst fich deier Satz auch fo 
ausdrücken: Im jedem Parallelogramm find die Quadrate 
der beyden Diagonalen, das Doppelte von den Ouadraten aus 


A Ze 


u 
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een an einander liegenden. Seiten , oder AC2!}- BD2 = 


2 AB? 4-2 AD?; ein Satz, der für das Parallelogramm 
etwas Aehnliches, als Lehrfatz 17 für das Dreyeck aus- 


Lager, 


[LE H RS ATZ 29] 


In jedem Trapez ABCD übertrifft die Sum- 
ae der Quadrate aller Seiten, die beyden Quadrate der 
Diagonalen AC, BD zujammen genommen; und zwar 
um ein Quadrat, weiches man erhält, wenn man über 
zwey aneinander liegende-Seiten des Trapezes ein Pa- 
ralleloegramm ABCE errichtet, den Abfland der bey- 
den Eckpunkte D des Trapezes und E des Parallelo- 
gramms , die beyden nicht gemein find, nimmt, und 
uber diefen Abfiand DE als Seite, ein Quadrat be- 
fehreibt. "Oder es ift AB? -+ AD? -h DC -+ BC? 


"= AC? + BIS -+ DES. 


Ein Parallelogramm, weches man über zwey an 
einander liegende Seiten eines Trapezes, z. B. über AB, 
BC befchreibt, hat mit dem Trapez die drey Eckpunkte 
A, B, C und die Diagonale AC gemein, hingegen ift 
der vierte Fckpunkt, D, E, uud daher auch die Zwee, 
te Diagonale BD, BE in beyden verfchieden, weil 
fonit das erftere Viereck, gegen die Vorausfetzung, ein 
Parallelogramm feyn würde, 


Ziehe vom Winkelpunkte C eine Parallellinie mit 
der gegenüberftehenden Seite DA des Trapezes, und von 
B aus eine Tarallellinie mit DE, fo durchfchneiden fich 


diefe Parallellinien in einem PunkteF fo, dafs fich die 
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Dreyecke CFB, ADE decken. Denn die Linien AE, 
BC*, und die Winkel an den Punkten C, A fo wie An 
B, E find einander gleich *, Folglich ift auch CF = 
AD und BF = DE. Zieht man alfo noch die Linien 
FA, FE, fo entftehn zwey Parallelogramme ADCF und 


BDEF *, von deren Seiten und Diagonalen folglich * 


der fo eben bewiefene Satz* gilt. Es ift alfo im Paral- 
lelogramm ADCF 

2.AD?+-2. CD? = AC?+DF2. 
Eben fo ift im Parallelogramm BDEF 

2.BD? +2. DE? = BE? +DF2, 
Zieht man folglich Gleiches von Gleichem ab, fo er 
"hält man 

2. AD2 + 2.CD?— 2 BD? — 2. DE? = AC BEZ, 
Und wenn. man beyderleits wieder hinzufügt 2. BD? A. 
Le BE 

2, AD2-} 2. CD2 = 2.BD2 +2. DE2 -+ AC2 — BE2 
Nun ift endlich auch im Parallelogramm ABCE 

2.AB2 + 2. BC2 = AC2-- BE?. 
Verbindet man wieder diefe Gleichung mit der vorigen, 
fo wird 

2.AB212,AD2+2.BC2+ 2.CD?=2,.AC?-h 

2.BD2+2DE?; mithin auch, wenn 

man von beyden gleichen Gröfsen die Hälfte nimmt, 

AB? 4 AD? + BC? 4+- CD? = AC? 4+ BD2 + DEŽ 


Folgerung 1. Alfo ift kein Viereck möglich, 
worin die beyden Quadrate der Diagonalen gröfser als 
die Quadrate aus allen Seiten zufammengenommen 


wären. Weicht ein Trapez vom Parallelogramm mehr 


s A 
"Lag 
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ab, wird folglichDE gröfser, fo wird auch die Summe 
aus den Quadraten der Diagonale, gegen die Summe 
aus den Quadraten aller Seiten immer kleiner, 


Folgerung 2. Halbirt man beyde Diagonalen 
des Trapezes in den Punkten P, Q, fo wird durch den 
Punkt P zugleich die Diagonale AC des Parallelo- 
gramms ABCE, welche diefem mit dem Trapez gemein 

*J. 37 it, mithin auch dieandre Diagonale BE halbirt *, Zieht 
man daher PQ, fo theilt diefe. Linie fowohl BD als BE 
in zwey gleiche Theile, daher auch PQ die Hälfte von 

* o DE, und mit diefer Linie parallel ift * D aber DE 
= 2.PQ, fo wird DE? = 4.PQ2. Setzt man diefe 
Gröfse Dot der erftern, fo ift alfo auch in jedem 
Viereck Si 

AB2 + AD2 + BC2 + CD? = AC? 4- BD? + 4. PQ2, 


Anmerkung. Diefen Lehrfarz entlehne ich von Euler, der 
ihn zuerft gefunden, und auf die hier mitgetheilte Art bewiefen 
har , in feinen Variis Demonfirationibus Geometricis, in den 
Novis Comm. Acad, Imp, Petrop, T, 1. p. 409. feq. 

d, U, 


Er 2.4: 25; A482. 20 7 


Fig. Wenn man aus einem der Winkelpunkte eines 
Dreyecks ABC, z. B. aus A, nach irgend einem 


+) Wer mit den bisherigen Sätzen noch nicht ganz} im Deut- 
lichen it, und fich noch nicht ftark genug fühlt, um fich 
in das Feinere der Geometrie zu vertiefen, überfchlage 
fürs erfte diefen Lehrfatz fammt allen feinen Folgerungen 


und Zufätzen, und wende fich fogleich zu Lehrfatz 21, wo 
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Punkte G in der gegenüberftehenden Seite BC, oder 
in deren Verlängerung, eine grade Linie AG zieht, 


fo ift allemal 
s AB2 — AG? 7 AC2 — AG? 
«) BC =: + OE AN 
BG CG 
oder, was auf eins hinauskömmt, 


BG BC 
B) AB2+ AC2x — =BCxBG+AQG?X — 
CG CG 
BG ` 
= pG # Ce IA AC D 
CG CG 


oder x) AB? x CG + AC2 x BG 
= BZ x CG + CG? x BG + AC? x BC 


oder, wenn GE irgend eine beliebige Linie il, 


An te ye es er BG 
GE GE GE 


GE 
E AG? x BC Beet at 
GE GE 
oder endlich 
CG BG 


di AB2x — + AC2 x — = BG x CG  AG2 
BC BC ` i 


wo, je nachdem der Punkt Gin der Seite BC GAR. 
oder in deren Verlängerung liegt, die obern oder die 
untern Zeichen gelten, und zugleich angenommen 


wirdt, dafs im zweyten Fall Bg > Cg if. 


er ohne Anftos fortfahren kann. Der gegenwärtige Lehr- 
fatz, und die hinzugefügten Sätze, enthalten vom zwey- 
ten Buche der ebnen Oerter des Apollonius , fo viel als es 
nur immer der Zweck diefes Werks erlaubte, auf eine, wie 
mir fcheint, leichtere Art als von andern vorgetragen, und 
wird hinreichen einen deutlichen Begriff von jenem interef- 
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Eis 48. Steht AG 1) auf der Grundlinie BC felbfl, oder 2) auf 
deren Verlängerung fenkrecht, fo bildet diefe Linie mit 
den Schenkeln des Dreyecks zwey rechtwinklige Drey- 
ecke , worin BG? = AB? — AG2 und GG? = AC2 — 

Es 2 
AG?, mithin auch BG = or und CG2 


EA 2-— AG? en 
= Sr 20 it. Nun ift im erften Fall die Grund- 


CG 
linien BC = BG + CG, im zweyten Fall BC = BG — 
CG, vorausgefetzt dafs BG > CG ift. Daraus folgt 
für diefen Fall die Ausfage «, und mithin die Wahr- 
heit der andern Ausfagen, die, wie wir gleich fehn 


werden, unmittelbar aus ihr abgeleitet find. 


Pe, 4, ` Steht dagegen AG febief auf , und zwar 1) auf der 
Grundlinie BC felbft , fo dafs AGB ein {pitzer, AGC 
aber ein flumpfer Winkel ift, fo theilt diefe Linie das 
gegebne Dreyeck in zwey kleinere Dreyecke , ein 
fpitzwinkliges AGB, und ein ftumpfwinkliges AGC, 
denen die Spitze A und das Perpendikel AD auf die ge- 
genüberftehende Seite gemein ift, undin denen bey- 
den. das Perpendikel, von deier Seite oder deren Ver- 
längerung, ein gleiches Stück GD abfchneidet. Die 
Gröfse diefes Abfchnitts wird in jedem Dreyeck durch 

193. die Gröfse der dre Seiten beflimmt *, und zwar ift 


P 
fanten Theile der Geometrie zu geben, und eine Menge 
netter und allgemeiner Sätze, befonders über den Kreis, dem 
Lefer, der die kleine Mühe des Durchftudirens richt fcheur, 
bekannt zu machen, 


Gilbert. 
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in dem bey G fpitzwinkligen Dreyeck AGB, GD 
BC2 2 — , 
m Ta ‚hingegen in dem beyG ftumpf- 
2 BG 
AC?— CG? — AG?; 
2 CG 


Ausdrücke, die wir ihrem geometrifchen und ihrem 


winkligen Dreyeck AGC; GD = 


arithmetifchen Sinne: nach, ‚am angeführten Orte er- 
klärt haben. Folglich find, da für beyde Dreyecke der 
Abfchnitt-GD .derfelbe it,- diefe Ausdrücke gleich; 


mithin auch ihr Zweyfaches, und da überdem 
3G2 CG2 ` 2— AB3 
E ad Ze CH 18. por DÉI WE 
BG CG 


ACTAE? 
d SÉ ~ CG. Fügt man beyderfeits CG und 


AB2 — AG2 
BG 
gleich, und folglich ift 
ee ee TER, 
BG EN 
welches in der Ausfage x, der ‚erfte Fall ift. Und da 
hier AB, AC und BG, CG völlig auf einerley Art vor- 
kommen, fo hat es auf den Ausdruck von BC weiter 
keinen Einfluß, welcher von den beyden Schenkeln 
AB. oder ob AC dem ftumpfen Winkel bey G gegen- 
überfteht. Diefer Ausdruck gilt daher unbedingt: für ` 
jeden Punkt Gin der Grundlinie ({elbft dann, wennG mit 
B oder C zufammenfällt). 


hinzu, fo bleiben auch diefe Gröfsen” 


Steht 2) Ag auf der Verlängerung der Grundlinie 
fehief anf, und zwar zzerfl auf der Verlängerung derjelben 


Fig. 47. 
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über C binaus, fo dafs Bg > Cg ift, Io unterfcheidet 
fich diefer Fall von dem vorigen darin, dafs nun die 
Schenkel AB, AC entweder beyde dem fpitzen, oder 
beyde dem ftumpfen Winkel bey,g gegenüberftehn. 10 
das erffere der Fall, und die Dreyecke AgB, AgC find 
beyde bey g fpitzwinklig, fo ift 

ee ee as und zugleich 


v 


2 Bg 
gD = IT, mithin Bg 4 
= Cg + SE Ift hingegen- das zweyte der 
Fall, und RR Schenkel AB, AC dem ftum- 


pfen Winkel bey g gegenüber, fo ift in diefen ftumpf- 


Eh. ? 
e EE zu- 


winkligen Dreyecken gD = 


| 2 Bg 
32. Code Ag2 Ee RE Acz 
gleich gD = A EEE folglich _ Gs 
2 Cg Be 


AC? — Ag2 


Be = — Cg. In beyden Fällen ift der 


Vorausfetzung gemäls Bg — Cg = BC. Zieht man da- 
her imverftern Fall beyderfeits Cg ab, und fügt zugleich 
— Ag2 
mo beyderfeits hinzu, und verfährt dagegen 
5 
im zweyten Fall grade umgekehrt, fo erhält man in 
beyden Fällen gleichmäfsig 
AB2 — Ag? Ap2— AC2 
Ce Eer, EI - 
Bg cg 
oder, da es einerley it, ob man den Unterfchied 
Ag? 


a) Bg — Cg d. h. BC = 
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Ag? — AC? hinzufügt, oder umgekehrt den Unter- 
fchied AC2 — Ag2abzicht, 
AB? — Ag? AC? — Apg? 


Eg Cg 
welches oben in der Ausfage « der zweyte Fall ift, bey 


b) Bg — Cg d. h. BC = 


welchem es alfo wiederum nicht weiter auf die Befchaf- 
fenheit des Winkels bey g ankömmt, wenn nur g ein 
Punkt in der Verlängerung der Grundlinie über C hin- 
aus iĝ. ; 
Liegt dagegen gin der entgegengefetzten Verlän- Fiz, u 
gerung, und Debt, Ag nicht wie wir hierbey voraus- . 
fetzten, auf der Verlängerung der Grundlinie über den 
Punkt C, fondern auf der entgegengefetzt liegenden Ver- 
längerung über den Punkt B hinaus auf ;fo it Bg < Ce, und 
folglich Cg — Bg = BC, daher wir unter diefen Umftän- 
den nicht den Werth Eg — Cg, fondern den umgekehr- 


ten, Cg — Bg, hätten herleiten mülfen, für welchen fich 
AC? Ag2 AB2— Ag? $ 
A8 AER E s alfo BC ebenfalls als 


CEST” Ve 
der Unterfchied der beyden Theile in b) findet nur dafs 


in jenem Fall der erftere, in diefem der letztere diefer 


BC = 


Theile gröfser it. Will man daher die Form in b) 
auch auf diefen Fall übertragen, . fo giebt fie in ihm 
für BC einen fubtractiven Zahlwerth, oder etwas Nega- 
tives *, welches alfo allemal ein Zeichen ift, dafs "aart, 
die Linie Ag eine entgegengefetzte Lage hat, als die, 
Dir welche die Formel unmittelbar gebildet it, und 
welche wir im Lehrfatz ausdrücklich bemerkt haben , 
d. h. dafs fie fo auffteht, dafs nicht, wie die Formel 
vorausfetzt, Bg > Cg, fondern umgekehrt Bg < Cg 
x ! 


* ı6. I. 
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it. Unter diefer Beckagaag gilt auch die Formel dallge- 
mein für jeden beliebigen Punkt g in der ‚Veilänge- 
rung. der Grundlinie. (Durch die Voritellung des Ne- 
gativen lälst ich diefe Formel ielbft mit unter die Aus- 
fage für den eıften Fall ziehn, wenn der Punkt G in 
der Grundlinie liegt, indem beyde Fälle fich ledig- 
lich durch das Entgegengefetzte in der Lage des Ab- 
fchnitts CG unterfcheiden, und daher die erftere, wenn 
man in ihr CG negativ fetzt, in die zweyte übergeht. 
Doch haben wir es nicht nöthig uns hier bis zu dieier 
gänzlichen Verailgemeinerung zu erheben.) 


Die Ausfage unter « läfst fich noch auf eine andre 
Art fehr leicht beweifen, die ich hier wenigitens andeu- 
ten will. Man fälle im gegebnen Dreyeck ABC 
auf die Grundlinie das Perpendikel AD, und .cs fey D 
fowohl als G ein Punkt, in der Grundlinie feibt., fo 
it die Grundliniie BC = BD GDL CD — GD- 
Nun ift das Rechteck aus der Summe und dem Unter- 
fchiede zweyer Linien, dem Unterfchiede ihrer Qua. 


drate gleich *, folglich BD + GD = BD? ye GD? E 
BD — GD 
CD? — GD2 x 
cD—-GD= CD — cn. , und da überdem im Drey- 


eck ABG, BD?— GD? = AB?— AG? #, und im Drey- 

eck AGC, CD? — GD? = AC2 — AG? ift, fo mut 

E RR wa es 
kengem (Ni 

) BG er 

welches der erfte Fall in der Ausfage œ ift, Eben fo 


in diefem Fall BC = 


leicht laffen fich die übrigen Fälle, je nachdemG und 
D verfchieden liegen, auf diefe Art herleiten. 
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Aus diefen Sätzen dafs für Punkte Giw der Grand- 
AE? — AG? AC2 — AG? 


linie, BC = 


d re , hingegen ` 
| 2 _ Ap2 
für Punkte g in ihrer Verlängerung, BC = Aue 
w 
si 


Ag? = AC2 
ah 


An, (wobey Bg > Ce angenommen 


wird,) lafen fich die übrigen Ausfagen des Lehrfatzes 
Folgendermufsen herleiten. Man füge zu den gleichen 
AG? AG? 


Gröfsen ften Fall beyderfeits 22 q ETT d 
röfsen im erften y BG +g a un 


Ay Aoi,, EN 
im zweyten Fall SECH hinzu, d. i. Linien, de- 
Bg Cg 
ren Zahlausdruck auf gleiche Benennungen, nach den 
Regeln der Bruchrechnung, gebracht, im erften Fall 


PETE), das ift 2 _—- nn im zweyten Fall 


Ag? x (Cg — BG) das SE Se & x BC. it (da unírer 
Bg x Cg Bg x Cg 


Vorausfetzung gemäfs Bg > Cg it); fo verwandeln 
fich durch diefe Hinzufetzung jene Ausfagen für beyde 
AG? x EC a AC 
EGxCG DG Ce 

wo die oberen Zeichen für den erftern Fall gelten, wenn G 
in der Grundlinie BC felbft liegt, die unteren Zeichen 
für den zweyten Fall, wenn g in der Verlängerung der 
Grundlinie liegt, (wobey zugleich Bg >Cg angenom- 
men wird). Und das ift ein für allemal, auch bey allen 


Fälle in folgende: ‚EC + — 


folgenden Ausdrücken zu merken, 


A o 
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Ferner find auch die Producte diefer Zahlausdrücke 
in den Zahlwerth der Linie BG gleich, oder 


G 
Ëer E AG k TE 
CG BG 


und hier lälst fich wieder ftatt BC x BG fetzen 


, BG s 
(BG + CG) x BG oder, BG? + CG2 ES welches die 
Formen des Satzes unter ß find. 


Nimmt man aufs neue die Produkte diefer Aus- 
drücke in den Zahlausdruck von CG, fo erhält man 
die erfte Form unter y, 

AB? x CG + AC2 x BG 

= BG2 x CG + CG2x BG +AG2x BC 
und diefe Gleichheit bleibt, wenn man alle Glieder, 
zum Debut der geometrifchen Auslegung derlelben, 
durch den Zahlausdruck irgend einer willkührlichen 
Tinie GE dividirt, wie in der zweyten Form unter y. — 
Da endlich die beyden Theile BG2 x CG + C62x EG 
fich in das Produkt BG x CG x (BG + CG), das it BG 
x CG x EC zufammen ziehn laffen, fo ift auch, wie 
die dritte Formel unter y ausfagt 


CG BG BC 
GE IE + AG?) 


und diefe Gleichheit bleibt wiederum, wenn man alle 


BC EN 
Glieder durch den Zahlausdsuäh eg divridirt, da denn, 


wie d auslagt , ift \ 
CG BG phra 

AB2 x — + AC2x — = BG x CG x AG? 
BC BC 
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Auslegung. Die geometrifchen Sätze , welche 
diefen verfchiednen Formen, wenn man die Zeichen 
in ihrem geometrifehen Sinne nimmt *, entfprechen,, 


lauten folgendermafsen, 


a) Wenn man von der Spitze A eines Dreyecks ABC 
nach der gegenüberflehenden Grandlinie BC, oder nach de- 
ren Verlängerung eine grade Linie AG zieht, und den Un. 
terjchied der Quadrate über AB und AG in ein Rechteck, 
welches üher der Grundlinie BG Debt *, und eben Jo den 
Unterfehied der Quadrate über AC und“AG in ein Rechteck 
üher CG verwandelt; fo ift die Grundlinie BC des gegeb- 
ga Dreyecks, gleich den Höhen diefer beyden Rechtecke zur. 
fammen genommen oder von einander abgezogen, je nach- 
dem G in der Grundlinie felbft, oder in deren Verlän- 
gerung über C, oder über B hinaus liegt, und je nach- 
dem AG gröfser oder kleiner als AB oder als AC ift, 
welches denn jedesmal durch die Formel «œ diefen Um- 


"An 


Dänden gemäfs beftimmt wird. Diele Formel fchliefst _ 


daher Ap der That fo viel verfehiedne Sätze, als Unter- 
fälle des Hauptfatzes, in fich, als hierin Modifcatio- 
nen möglich find; und fie alle müfste der Geameter 
einzeln aufführen, der (wie wohl vor Zeiten gefchah) 


die Vortheile unfrer Bezeichnung verfchmähte. 


Bey der Auslegung der andern Formen, mufs man 
tbe pL Ba 

bemerken , dafs ein Ausdruck wie diefer, AC? x E 
F 


(den wir der Kürze wegen mit d bezeichnen wollen) 


in feinem geometrifchen Sinne genommen *, einer 
E 
Elichenrasm bedeutet, welcher vom Quadrate usiz AC 


"22.2 
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ein beflimmter Theil = , d. h. der nemliche Theil, als 


t BG von CG it; oder was auf eins heraus kümmt, einer 
Raum deffen Verhältnifs zum Quadrate über AB beflimmt, 
nemlich BG: CG, iff; oder einen Raum, zu dem AL? fich 
wie CG :BG verhält (denn diefer Ausdruck läfst fich 
ftets als vierte Proportionalgröfse zu folgenden drey 

*V.2.œ CG : BG = AB?:a betrachten *;) oder endlich eize 
¥ (£ 3.) der Gattung nach gegebne und über AC befehriehne Figur *, 
deren Verhältnifs zum Quadrate über AC eben deshalb ge- 
geben, nemlich BG : CG , fl. Je nachdem man in 
unfern Formen B, y, Ò, eine diefer Bedeutungen 
für folche Ausdrücke fetzt, verwandelt fich eine jede 
in mannigfaltig ausgedrückte geometrifche Sätze. an 
deren Ausdruck man fich jedoch nicht ftofsen wird, 
wenn man das hier bemerkte feft hält. — 2) Mufs 
man fich dabey aus der Lehre von den Verhältniffen 
des Satzes erinnern, worauf unter andern in der Arith- 
metik die Gefellichaftsrechnung beruht, dafs, nemlich, 
wenn cine Gröfse A aus mehreren Theilen «, £, o, 
befteht, und entweder diefe Gröfse A felbf, oder ci- 
ner ihrer Theile « bekannt, und überdem das Verhält- 
nifs diefer Theile untereinander (m:n:p) oder zum 
Ganzen gegeben wird, dadurch zugleich die Gröjse aller 
Tbeile einzeln beflimmt if}, weil wir nemlich dann auch 
das Verhältnifs des Ganzen zu jedem der Theile 
(m+n+p:m, und:n, und:p) kennen. If alfo 
z. B. die Linie BC und das Verhältnifs BG:CG gege- 
ben, fo ift auch die Gröfse der Linien BG, CG be- 
kannt, und mithin auch das Rechteck BG x CG, wel- 
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ches alfo in diefem Fall auch ein gegebner Raum 
it. — Diefes vorausgefetzt, laffen fich allo z. B. die 


andern Formen folgendermafsen überfetzen: 


£) Fall 1: „Zieht man nach einem Punkt G in der 
Grundlinie BC eine grade Linie AG, fo ift die Summe des 
Onadrass über Ad, und eines Raums zu welchem das Qua- 
drat über ACein gegebnes Verhältnifs (CG: BG) bat, gleich 
der Summe des Rechteck: BC x BG und eines Raums zu 
welken das Quadrat über AG ein gegebnes Verbältnifs 
(GG: BC) hat. — Oder: „Zieht man von zwey gegeb- 
nen PunktenB, C aus zwey grade Linien, welche fich 
fo in einem Punkte A durchfchneiden , dafs das Qua- 
drat über AB und ein Raum, deffen Verhältnifs zum 
Quadrat über AC gegeben ift, zufammengenommen 
einem gegebnen Flächenraum gleich find, fo ift auch 
die Summe eines gegebnen Raums (BC x BG) und ei- 
nes Raums, deffen Verhältnis zu AG2 gegeben ift 


CAG? x RS, bekannt, 
r BG 


cl Fall 1: „Unter denfelben Uinftänden ift die 


Summe einer Figur gegebner Gattung über AB 


CG a T 
(A82? X GG und einer Figur gegebner Gattung über AC 
i 


CAC? X Z), gleich der Summe eines gegebnen 


CG - BG 
d BG? x — -+ CG? x — ) und einer über AG 
Raums ( ES Ge iner ü 


| BC 
befchriebnen Figur gegebner Gattung (AG? x = Sé 


i 
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Auslegungen die Folgerung ı noch verdentlichen 
wird. | 


Anmerkung, MeinBeweis diefer weitreichenden, für geo- 
metrifche Unterfuchungen aufserordentlich brauchbaren Sätze, 
von welchen Lehrfatz 17 , und eine Menge anderer bekannter 
Theoreme blos einzelne Fälle ausfagen, tritt zwar aus dem ei- 
gentlich Conftructiven hinaus, und in die arithmetifchen Vor- 
ftellungen der rechnenden Geometrie über; allein bey geometri- 
fchen Sätzen von diefer Art, welche eine fo grofse Menge ver- 
fehieden modificirter Fälle in fich faffen, möchte das eher ein 
Vorzug als ein Mangel feyn. Ueberdem wäre es nicht fchwie- 
rig gewefen den zweyten Beweis der Formel x, und die Herlei- 
tung der übrigen Formeln aus diefer, ganz in ein geometrifches 
Gewand zu kleiden , welches aber durch die Befchreibung der 
geometrifchen Conftructionen , welche der Divifion und Multipli- 
cation, fo wie der geomerrifchen Begriffe, die den Producten 
u. f, f, entfprechen, zu weitfchweifig geworden wäre, Solche 
ganz geometrifche Beweife für den erften Fall der Formen Ê und 
% «wenn G in der Grundlinie liegt,) giebt Robert Simfon in 
feiner Wiederherfiellung von Apollonius ebnen Oertern Buch II 
Lemma ı0, und Anhang Lemma 3, und diefe Beweife, welche 
doch nur Einen Fall betreften, find beynahe eben fo weitläufig, 
als mein Beweis für alle Formen in ihrer Allgemeinheit, Einen 
andern Beweis für die Form ß giebt, wie Simfon anführt, 
Matthias Steward in feinem Buche de gnibusdam Theorematibus 
generalibus etc, Edinb, 1745, und zeigt den Gebrauch derfelben 
beem Beweis mehrerer Theoreme, Die Hauptfätze im zweyten 
Buche von Apollonius ebnen Oertern (und fie gehören zu den 
netteften und allgemeinften, aber auch zu den fchwierigften in 
der Geoimerrie,) gründen fich am Ende auf unferm Haupt- 
fatz, und können durch eine ähnliche Behandlung erleichtert 


werden, 


Die Formen unter & und d finde ich bey Simfon nicht, 
Die beyden andern eignet fich Simfon (S. 351) als feine Er- 
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findung zu, beweift fie aber mittelft eines Lehnfarzes über drey- 
theilige Linien, deffen nach Pappus Bericht, fchen Apollonius 
fich in feinem Werke bedient hat, und aus dem fie nicht fchwer 
abzuleiten waren, wie denn diefer Lehnfatz rückwärts unmit- 
telbar aus unferm Hanptfatze fich ohne die geringfte Schwierig. 
keit ableiten Hifst "erden nemlich in ciner graden Linie vier Fig. 493 
Punkte B, C, D, G willkührlich angenommen, und man errich- © 

ter über D ein Perpendikel, und zieht aus irgend einem Punk- 

te A des Perpendikeis, nach den übrigen Punkten B, C, G grade Li- 

nien, fo entfteht ein Dreveck AEC, worin aus der Spitze nach einem 

Punkte G in der Grundlinie, oder in deren Verlängerung, eine grade 


Linie gezogen ilt. Für diefe Dreyecke ilt nach unfrer Form e un- 


AB2 — AG2 
ter den oben angegebnen Vorausfetzungen BC = Br 
2 m 
NH SE ; und da zugleich das Perpendikel AD die 
(C 
Grundlinie fo zerfchneidet , dafs AB2 — AG2 — BD2 = DG2 und 
AC? Lag AG? =, CD2 — DG2 His 1 x 16. % 
3D? — DG? „ CD? —DG? 
e) BC = k rap ee 


‚BG CG 
Dicfe Formel ftimmt in ihrer ganzen Zufammenfetzung mit der 
vorigen überein , und ift an denfelben Vorausferzungen gebun- 
den, daher fich aus ihr, grade auf diefelbe Art, wie es in un- 
ferm Lehrfarz gefchehn ift, drey andre Formen für jede dreytheilige 
Linie BC herleiten laffen, in welchen die oben oder die untern 
Zeichen zu nehmen find, je nachdem G in oder aufßserhalb BC 
liegt, auch im letztern Fall, Bg > Cggeferzt ift, die Ver 
Schiedenheit in der Lage von D aber nichts ändert $, 


@ 
6) BD? ECD? x BC x BG + Dax Zi 
| CG 


CG 
(u dieferForm kömmt der Satz bey Pappus Buch 7. Satz 125, und 
als ztes Lemma zum zweyten Buche von Apollonius ebnen Oer- 
tern, doch nur, wenn G ein Punkt in der Grundlinie ift, vor. ` 
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Befchreibt man über BC einen Halbkreis, und errichtet auf C und 
G Perpendikel , fo läfst fich der Sartz leicht unmittelbar mittelft 


š 12.f.2. unfrer Folgerungen zum Pyrhagoreifchen Lehrfatze ¥ beweifen.) 


€ 


iit die Grundlinie BC, der Punkt D und das Verhältnifs des 
BG e nf 
Flächenraums CD2 X GEN zum Qxadrar über CD, mithin 


CG : BG gegeben, fo ift es auch der PunktG, und mithin auch 


BC 
WAL 2.) BC BG Ë DR X FZ gegeben * ( Apollonius II Lemma g, 


CG 
bey Pappus Buch 7. Satz 126.) 
PED ea A CDs Ze 
GE GE 
CG 
= Des E Cen a + D6?x Pe 
GE GE GE 


(Diefe Form beweift Simfon als Lehnfatz ı im Anhange.) Sind 
hier wiederum BC , der Punkt D, und die Verhältniffe GE:CG 
und GE : BG gegeben ro find auch der Punkt G und die glei- 
chen Elächenräume beftimmte, (Anhang Lemma 2). Wenn über- 
haupt auf einer graden Linie mehrere Punkte B, G, H, C ere, 
gegeben find, fo ift allemal auch ein Punkt D gegeben, der auf 
diefer Linie fo liegt, dafs der Inhalt von Figuren gegebner Gat- 
tung, die über DB, DC, DG etc. befchrieben find, einen ge- 
gebnen Inhalt haben, (Anh, Lemma 4,) 


Folgerung 1, Figuren, welche der Gattung nach 
gegeben find, und Figuren, welche unter einander ähnlich 
find, bedeutet nach dem geometrifchen Sprachgebrauch 
daflelbe, Mit diefen Figuren werden wir uns im näch- 
ften Buche befchäftigen, und ich verfpare es bis dort- 
hin, delen Begriff genauer auseinander zu fetzen. 
Hier kommt es nur. auf die Eigenfchaft ähnlicher Fi- 


gurenan, dafs ihr Inhalt fich zum Inhalte des Qua- 
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drats über eine ihrer homologen Seiten , in ‘allen auf 
einerley Art verhält, und dafs folglich , fa wie eine 
Figer, welche über eine Lisie AC befebrieben if, der 
Gattung nach gegeben wird, das Verhältnifs diefer Fi- 
gir zum Quadrate über AB völlig beflimmmt , unverühderlich 
und bekannt ifl; ein Lehnfatz aus dem folgenden Buche, 
den wir dort ireng beweifen werden. Mitteift diefes 
Satzes laffen, fich unmittelbar aus der Auslegung un. 
{fers Hauptfatzes in feinen verfchiedenen' Formen, fol- 
gende intereflanie Sätze über das Dreyeck und den 
Kreis folgerm: 


A) Für alle Dreyecke, welche über derfelben. Grand- 
linie BC flchn, und in welchen entweder die Summe oder 
der Unterfchied des Quadrats über den einen Schenkel 
AB, und einer über den andern Schenkel AC bejchrielnen 


Eiger (2) von gegebuer Gattung, einem gegebnen Flächen- 
Er / m Size 
raum F gleich ifi (AB? + AC x —= F); ifi der gen- 
q4 \ 


metrijche Ort der Spitze A eine Kreislinie 


Ton gegebner Lage und Gröfse, 


Denn ift die Gattung der über AC befchriebnen 
Figur a gegeben, fo ift auch, unferm Lehnfätz zu Fol- 
ge, ihr Verhältnifs zum Quadrat über AC gegeben, 
und zwar ift diefes Verhältnifs, welches m: q feyn mag, 
für alle folche Figuren einerley und unveränderlich. 
Nimmt man daher im Fall der Summe auf der gegebnen 
Grundlinie BC felbft, hingegen im Fall des Unterfehieds 
auf der Verlängerung der Grundlinie einen Punkt: G fò, 
dafs fich verhält BG; CG = m::q; fo ift erflens == ` 


Fig, zo 


*(Al,2.) 


*ILE.r, 
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folglich, unfern Vorausfetzungen gemäfs, F = AB? 


an BG 
+ AC? x Ss das ift, der Form ßgemäfs, = BC x CG 


BC 
+ AG?x —, und mithin 
CG 


i er BC | =F — BEC x CGim Fall der Summe 
ER deim BC x Cg — Fim Fall des Unterfch. 
Zweytens find dann, weil BC gegeben ift, auch die 


beyden Linien BG, CG, fo wie der Punkt G, das Recht- 
eck BC x CG und der Exponent Ce gegeben *; und 


daher ift dann in beyden Fällen eine Figur gegebner Gat- 


tung, welche über AG bejebrieben wird, (nemlich ag = 
AG? x = auch der Gröfse nach gegeben, indem fie 


dem Unterfchiede  gegebner Flächenräume ( F und 
BC x CG) gleich it. Zu diefer Figur fteht das Qna- 
drat über AG, weil fie der Gattung nach gegeben ift, 
in einem gegebnen Verhältniffe (CG :BC oder q: m + q) 
daher auch das Quadrat über AG, und mithin AG felbft, 
der Gröfse nach gegeben und unveränderiich ift. Da 
nun zugleich der eine Endpunkt G! diefer Linie gege- 
ben und unveränderlich it; fo mufs der geometrifche 
Ort des zweyten Endpunkts A eine Kreislinie feyn, welche 
um G als Mittelpunkt, mit AG als Halbmeffer befchrie- 
ben wird *. Und zwar findet man diefen Halbmefler 
durch Conftruction, wenn man, nach den Methoden 
in den Aufgaben zu diefem Buche, den Unterfchied 
des gegebnen Raums F und des Rechtecks BC x CG 
in ein Quadrat verwandelt , und darauf ein Quadrat 
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bildet, zu welchem fich das gefundene wie BC: CG 
verhält *. Die Seite diefes. Quadrats itt der Halbmef- 
fer AG. 


Apollonius ebne Oerter II. 5. Fall ı Ausjuge 2, auch I, 5. 4; 
doch fehlt an beyden Stellen der Fall, wenn der Unterfchied ge- 
geben ift. --- Aus der Beitiminung des Punktes G und, der Li- 
nie AG, Geht man, dafs für den Fall der Summe der Mittel- 
punkt G in der Grundlinie, für den Fall des Unterfchieds allı- 
mal auf ihrer Verlängerung liegt, und dafs im erften Fall der 
gegebne Raum F nothwendig gröfser, im zweyten kleiner als das 
Rechteck BC x CG feyn muß. Sonit würde AG negativ, und 


der erfte Fall gienge in den zweyten, und umgekehrt über, 


tafa 


B) Auch für alle Driyecke , welche über derfelben ` 


Grundlinie BC flehn, und in welchen, entweder die Summe, 
oder der Unterfchied einer Figur gegebuer Gattung (a), 
‚welche über den einen Schenkel Ab, und einer andern Figur 
gegebner Gattung (b), welche über den andern Schenkel AC 
fickt ‚einem gegebnen Flächenraum E gleich ifl (a +b = F)s 


mufs der geometrifche Ort der Spitze A eine: 


Kreislinie vun gegebner Lage und Gröfse Jeyn. 


Denn da a und A der Gattung nach gegeben find, 
fo it das. Verhältnifs der erftern Figur zum Quadrat 
über AB, welches m : q feyn mag, und das Verhält- 
nifs der letztern zum Quadrat über AC, welches n: q 
feyn mag , mithin auch das Verhältnifs m:n gegeben, 
und diefes ift das Verhältnifs, worin die beyden der 
Gattung nach gegebnen Figuren, wenn man fie über 
diefelbe willkührliche Linie befchreibt, zu einander 
Dehn, Nimmt man im Fall der Summe in der Grundlinie, 


im Fall des Unterfchieds auf ihrer Verlängerung einen Punkt 
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G, und zugleich eine grade Linie GE, fo dafs fich ver- 
hält. B306 i: GE — ae. 224, fo dër di BC gie 
geben ift, diefe.Linien, folglich auch das Rechteck 


BG x CG = R gegeben, Da nun nach ya 
CG f ; . 
a =ABx — und DAC X aa ift, a +b das if 
GE BS 


BC 


F= x (R + AG?) feyn muß; fo it, fallsaund b 
GE 


d mm D 

Figuren gegebner Gattung, felglich'"— , — gegeben 
q 

find, und der Raum F =a + b gegeben wird, auch eine 

Figur gegebner Gattung über AG gegeben, und zwar ift 


m+n m -+ n 


AG2 x. = F — -———— x R im Fall der Summe 
q q 
j m—n D D > 
AG? X NX — F im Fall des Untertch, 


q q 

In beyden Fällen ift alfo, auch unter deier Voraus- 
fetzung, nicht nur der Punkt G, fondern auch das 
Quadrat über AG, und alfo auch AG felbft, als Seite 
diefes Quadrats, gegeben und unveränderlich, daher 
eine um den Mittelpunkt G, mit AG als Halbmefler 
befchriebene Areislinie der geomerrifebe Ort der Spitze A 
feyn muls. 


Apollonius II. 5. Fall ı. Ausfage 3. Wo doch wiederum der 
Fall, wenn der Unterfchied der Figuren gegeben ift, Echt, 
Aus der Beftimmung von AG fälit übrigens in die Augen, dafs 


? mn 
hier für den Fall der Summe F > 


X BG X CG und für 


mn i 
den Fall des Unterfchieds E € —— X Bg Zi Cg, folglich ein 
q 


Raum, der âch zum Raum F im erften Fall wie die Summe, im 
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zweyten wie der Unterfchied der beyden Figuren gegebner Gat- 
tung, wenn fie über derfelben Linie (ehn, zum Quadrat diefer 
Linie, verhält, im erften Fall nothwendig; gröfser, im zweyren 
nothwendig kleiner als das Rechteck aus den beyden Abfchnitten 
auf der Grundlinie feyn mufs ; und das it die Beffimmung die- 
fer Ausfage, 


Für den zweyten Fall (wenn der Unterfchied der Figuren ge- 
gehner Gattung a und b gegeben wird) ilt die Ansfager unter 3 
noch befonders dahin einzufchiänken, dat, a und b nicht übutiz 
che Figuren feyn dürfen, Denn dann würden fich a und b zu 
den Quadraten über AB und AC auf gleiche Art verhalten, folg- 
lich m und n, mithin auch Be und Cg gleich feyn müflen ; wel- 
ches unmöglich itt, da in diefem Fall der Punkt g in der Verläu- 
gerung der Grundlinie liege, und für jeden folchen Punkt die 
L nen Be und Cg um BC veıfchieden find. Io der That it dann 


m 
auch a—b =F = AB2 X = — AC2X =, folglich AB2— AC? 


q q 
=— F X L, mithin der Unterfchied der Quadrate aus den bey- 
m Í 


den Schenkeln gegeben und unveränderlich, daher in diem, 
Fall der Ort des Punktes A keine Kreislinie, fondern nach Lehr- 
fatz 16 Folgerung 3 eine grade Linie feyn vue > und zwar . ei 
Perpendikel anf der Grundlinie BC, delien Abftand vom Miitel- 


punkt der Grundlinie gegeben it *. 


C) Auch für alle Dreyecke, welche über derfeisen 
Grundlinie BC flehn, und in welchen das Qxadrat, oder 
eine andere der Gattung nach gegebne Figur a über dem ei- 
nen Schenkel AB, gleich ift, der Summe oder dem Unter- 
febiede eines gegebenen Raumes A und des Quadrats, oder 
einer andern der Gattung nach gegebner Figur b, über dem 

` ; #7 Ee ETS 
zweyten Schenkel AC; mei? der geometrijche Ort der Spitze 
A eine Kreislinie von gegebener Lage und Gröfse Jon, 
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Denn, ift erfiensa=b+S, fo ift im Fall der Sum- 
mea—b=S, im Fall deg Unterfchiedsb — a =S, in 
beyden Fällen alfo der Unterfchied zweyer der Gattung 
nach gegebenen Figuren, ‚die Ober AR und AU be- 
{chrieben find, einen gegebnen Raume S gleich. 
Folslich tritt hier der zweyte Fail der Ausfage B eir. 
Verhalten fich daher die beyden Figuren gegebner Gat- 
tung a und b, zu den Quadraten über AB und AC, 
wie m:q und n:q, und man nimmt auf der Verlän. 
gerung der Grundlinie BC einen Punkt g, fo dafs fich 
verhält m:n = Bg : Cg, fo ift eine Kreislinie, welche 
um g àis Mittelpunkt, und mit der Seite des Qua- 


drats Ag? = Bg x Cg x Ze 


— S als Halbmeffer be- f 


fchrieben wird, der Ort der Spitze A *; es fey denn, dafs m 
undnim Verhältnifs derGleichheit {tehn, alfo eund b ähn- 
liche Figuren find, indem alsdann der Ort derSpitze A 
eine grade Linie wird *. — It zweytens a = S — b, 
mithin a-f- b =S, oder die Summe der beyden Figu- 
ren a undb einem gegebnen RaumeS gleich, fo mufs, 
nach B Fall ı, der Ort derSpitze A ebenfalls eine Kreis- 
linie feyn, deren Mittelpunkt nun aber in der Grund- 
line BC felbft liegt, und zwar der Punkt G in der 
Grundlinie ift, für welchen dich verhält, BG: CG = 
m:n, und deren Halbmefler AG nun als Seite eines 
m--n 


q 


Quadrats AG? = S — x BG x CG, gefunden 


wird. 
Bey diefer Ausfage C) wird. vorausgefetzt, dafs 
a und b Figuren gegebner Gattung find, und zwar dafs 
a glei- 
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a gleich AB2 x u , und zugleich diefe Figur AB?x a 
q q 


=b +S, oder umgekehrt = S — b fey; eine Voraus; 
fetzung, die mit der auf eins hinausläuft, dafs fich 
verhalteb + S(oderS—b): AB? = m:q*, dafs folg! "Vie 
lich das Verbältnifs der Summe oder des Unterfchieds 
der Figur b:und eines gegebenen Raums S, zum Qua- 
drat über AB, gegeben und unveränderlich fey, Der Satz 
C) läfst fich daher auch folgendermafsen ausdrücken: 
Für Dreyecke über. derfelben Grundlinie BC, für die das 
Verhältnifs der Summe oder des Unterfehieds einer der 
Gattung nach gegebnen Figur, welche über dem einen Schen- 
kel AC flieht and ‘eines gegehnen Raums S; zum‘ Quadrat 
über dem andern Schenkel AB gegeben ift; ift der geometrie 
Jehe Ort der Spitze A eine Kreislinie von gegebner-Lage und 
Gröfse, den Fall ausgenommen, wenn. beyde Figuren 
ähnlich find, für welchen diefer Ort eine derLage nach 
gegebne grade Linie wird.- 


Auf diefe Art u der Satz in Apollonius ebnen Oertern IT, a 
vorgetragen , wiewohl er dort weder in feiner Allgemeinheit 
(nur für den Fall, wenn b ein Quadrar-ift) dargerhan, noch auf 
den vorigen OrtB zurückgeführt wird. ( Vielmehr: fei ihn Apol- 
lonius vor den Ort B, und fcheint'daher umgekehreidiefen aus 
unferın Satze C abgeleiter zu hahen, find anders nicht, wie Sim- 
fon vermuchet, diefe Sätze von fpätern Abfchreibern älfchlich ver- _ 
fetzt worden. Simfon beweift ihn dagegen, Satz 3 und 3 des An- 
hangs, allgemein, mir Hülfe unfers Lehrfatzes 20. 


D)IR das Quadrat über dem einen Schenkel AB, einer Figur 
gegebner Gattung , welche über.den andern Schenkel AC bejthric= 


: A OR Yerhält- 
ben wird, IZ gleich, AB2 =, AC3 X ON mithin das Verhä 
YX 
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nifs der beyden Quadrate der Schenkel AB2+ AC?=ıntg, und 
folglich auch das Verhältnifs der beyden Schenkel DIR zu ein- 
ander gegeben nnd unveränderlich; fo ilt diefe Vorausferzung 
zwar algebraifch unter der Bedingung unferer Ausfage C enthal- 
ten ‚als der Fall derfelben, da der gegebne Raum S — o ift; 
d. h. gar kein folcher Raum geferzt wird, indem die Arithme- 
tik lehrt, dafs man o mit unter die Reihe aller möglichen Wer- 
the einer Gröfse nicht nur aufnehmen darf, fondern auch aufuch- 
men muls, ‘Allein hier ift die Gültigkeit, unferer Ausfage für 
diefen Fall noch befonders darzuthun, und ausdrücklich zu be 
weifen, dafs auch unter diefen Umftänden der Ort des Durch- 
<hnittspunktes A eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse 
fey, wie diefes in Zufatz VI und VII gefchehn foll, 


Folgerung 2. Alle diefe Sätze find nicht bloß 
auf die Schenkel von Dreyecken, welche über einer 
gegebnen Grundlinie BC ftehn eingefchränkt, oder, 
was daflelbe fagt, gelten nicht blofs von graden Li- 
nien, welche von zwey gegebnen Punkten B, C aus 
gezogen, fich fo durchfchneiden, wie die Bedingun- 
gen der Sätze A), B), C) ausfagen; fondern fie gelten 
auch für gradeLinien, welche von 3, von 4, von 5 gegeb. 
sen Punkten, a, f. f., kurz von jeder beliebigen Zahl ze 
‚ gebner Punkte aus gezogen , fich insgefammt in einem Punka 
te A fo durchfehneiden, dafs die Figuren gegebner 
Gattung, welche man über fie befchreibt, fie mögen Orza. 
drate Tom di: nicbt, 3 Je migen Qs 

a) entweder jalle zufammengenommen einem 


gegebnen Raume, F gleich; 
b) oder fo befchaffen find, dafs der Unter fchieq 


zwifchen der Summe einiger diejer Figuren und der Summe 
andrer einem gegebnen Raume F gleich ift; 
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CH oder endlich fo, dafs die Summe einiger; gleich 
ifi der Summe der andern, verwishrt oder verminders uns 
einen gegebnen Raum 5 


Immer if unter diefen Bedingungen der ‘geometri, 
[che Ort des gemeinfchaftlichen Durchfehnittspunktes A 
aller folcher Linien, eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Gröfse, ausgenommen in! dem Fall, wenn in b, 
alle diefe Figuren einander ähnlich find, oder wenn 
inc, der Raum S dem Unterfchiede ähnlicher Figuren 
gleich ift, in welchen Fällen der Ort des Durchfchnitts- 
punktes eine grade Linie von gegebner Lage wird. 


0) Wenn zwey Punkte B und C gegeben find, von 
denen grade Linien fo gezogen werden, dafs fie fich 
zwey und zwey in Punkten A durchfchneiden, ‚und es 
werden beliebige Figuren gegebner Ar Si (Gd, 


a= Zi MN? über dje eıften BA, und b= =. "x MN? 
q. q 
über die zweyten AC befchriebn, (wo MN irgend eine 


willkührliche Linie bedeutet, } und man nitnmt auf der 
Linie BC, oder auf deren Verlängerung, einen Punkt 
G, und überdem eine Linie GE, fo, dafs fich verhält 
BC:BG:CG:GE=m+n:m:n:q, und zielt AG; fo. 
if allemal, woiauch die Spitze A des Dreyecks BAC 
liegen möge, der Natur des Dreyecks gemäfs, 


ABZ x Ex AC2 x a 


AC AN 


mithin ftets a £ b = GE (R £ AG2), wie im 
d 


Za 


am o Bu c HI 


Folg. LB. die beyden Figuren gegebner Gattung. a und 
b mögen zur Summe- oder zum Uterfchied einen beftän- 
digen, oder einen veränderlichem Flächenraum F ha- 
ben, worauf es hierbey weiter, nicht ankömmt. , Nur 
bat im erflern Fall AG? einen befländigen und immer 
einerley,_ im letztern hingegen einen veränderlichen 
und ungleichen Werth, . weshalb zwar im erfern, 
nicht aber im letztern Fall, der Ort.der Durch- 
fehnittspunkte A eine mit dem Halbmeffer GA, um 
"ELB, den Mittelpunkt G, beighrigbne Kreislinie ift sch 


Fig. 52 Wird alfo noch ein dritter Punkt D gegeben, und der 


‚Gattung nach noch eine dritte Figur es MN2, und 
d 


riets fich nun drey von den Punkten:B, C, D 
aus gezogne g orade Linien in Einem PunkteA fo, dafs 
die Summe oder der Unter fehied der drey Figuren gegebner 
Gattungen a, b, €: über diefe Linien befehrieben , einem 
gegebnen y unverün derlichen. Flüchenraum F gleich, find, 
(a t b£ c= F ) fo muls,' wenmman flatt a£'b, fetzt 
mn 
sw; 
laubt it, allemal auch SS 


x (R+#AG?2), welches für jede Bedingung er- 


TX (R£ AG?) Re = F, 
folglich 
m+n m-n 
AH x Sen bës BI MRa DC Ze Fal Sach H 
q q 


—n pm — n ei 
+e = Rx ms Fim Fallvona—b 


q H 
feyn. Mithin müffen denn (9 beyden Fällen die Li- 


AN S 
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nen DA, CA, DA fich drey und dree fo in Punkten 
A durchfchneiden, dafs wenn man von dem Punkte 
G aus, (der auf die angezeigte Art, durch die Gattung 
der Figuren a und b beflimmt, und alfo gegeben ift,) 
GA zieht, entweder die Summe, oder der Unterfchied ` 
zweyer Figuren gegebner Gattungen über GA und DA 
befchrieben, einem gegebnen Flächenraume gleich ift, 
nemlich dem Unterfchiede der gegebnen Räume F’und 
Rx DS . Es tritt dann alfo allemal für die Linien 
q 
GA, DA der Fall A, der vorigen Folgerung ein, opd ver- 
möge des; dort Tewiefenen muls der geumetrifche Ort 
der-Durchfebnittspuakte A jener drey Linien, wiederum ei- 
ne Kreislinie von gegebnet. Lage und „Gröfse (een. 
Und zwar, wenn man erfi, im Fall der Summe a -+b 
auf BC felbft, im Fall des Unterfchieds a— b hinge- 
gen auf ihrer Verlängerung einen PunktGfo beftimmt, 
dafs fich verhält BG: CG = m: n, und dann auf ähnliche 
Art, je nachdem c additiv oder fubtractiv it, auf GD 
oder auf deren Verlängerung einen Punkt G’ fo nimmt, 
dais fch verhält GG':DS = mxrn:p, (da denn 
die Punkte G, G, die Abfchnitte BG, CG und 
GG, HG, opd die Rechtecke aus den eräern R, 


und aus, dem letztern K gegeben find); fo af G' 
der Mittelpunke diefer Breishinie , und auf diefe Be. 
ftimmung des Mittelpunkts hat lediglich die Gattung, 
nicht aber die Gröfse der Figuren a, b, cEinflufs. Der 
Halbmejler der Kreislinie beflimmt Sch hingegen dae 


raus, dafs dann, im Fall die Summe aller drey Figuren 
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gegebner Gattung dem Raume F’ gleich ift, nach Folg, 
I. B. feyn mufs 


Gas EDIT eps Dn pa DEn P 


—— 


q d $Z 
(und auf eine ähnliche Art, dm Fall der Unterfchied ei- 


niger der Figuren gegebner Gattung von den andern, 
dem Raume F’gleich ift, nur dafs {dann einige der fub- 
tractiven Theile diefer Formel additiv, und umgekehrt 
einige der additiven fubtractiv werden, wie man fich 
das leicht aus Folgerung ı.B. entwickeln wird.) Folg- 
lich it dann fowob} die Gattung, als die Gröfse einer 
über G'A befchriebnen Figur, mithin G'A felbft, zu» 
gleich mit E gegeben und unveränderlich, und die- 
fer Halbmefler des Ortes läfst fich nach den Aufgaben 
zu Ende diefes Buchs ohne Schwierigkeit durch geome- 
trilche Conftruction. fo wie defen Zahlwerth durchRech- 
nung finden, Ift aber F’ kein unveränderlicher Raum, 
fo ift auch die Figur gegebner Gattung überG’A, und 
diefe Linie felbft, von veränderlicher Gröfse, und dann 
alfo der Ort der Punkte A keine um CG befchriebne 
Kreislinie, 


If dann aber soch ein vierter Punkt E gegeben, und 


der Gattung nach eine vierte Figur d = ~ x MN2, und 
d 


durchfchneiden fich die aus den vier Punkten B,C, D, E 
gezogne grade Linien, je vier in Einem Punkte A, fa, 
dafs die Summe der vier-Figuren gegebner Gattungen 
a, b, c, d, über diefe Linien befchrieben, einem ge- 
gebuen unveränderliches Flächenraum E” gleich find, 


en 
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(«+b-+-c-Hd=F”); fo mufs, (wenn man aus der 
Gattung von drey diefer Figuren, z.B, aus 2, b, C, 
und aus der Lage der Punkte B, C, D, wie im vort 
gen Fall, den Punkt G’ beflimmt , und nach den 
Durchfchnittspunkten A die grade Linie GA zieht, ) 
wiederum die vorige Gleichung beftehn. Fügt man 
folglich, beyderíeits die vierte Figur gegebner Gata 
tung d hinzu, und fetzt ftatt E +- d den Raum F”, fo 
erhält man für jeden Durchfchnittspunkt’ A die Glei- 


chung G'A? x moe Saep -H d 
q 


Ru D E 
4 q 
Die Durchfchnittspunkte A je vier folcher Linien, 
find folglich wiederum fo befchaffen, dafs wenn man 
von den beyden gegebnen Punkten G’und E aus, nach 
ihnen die graden Linien GA und EA zieht, Figuren 
segebner Gattungen über diefe Linien befchrieben, zu- 
famınengenommen einem gegebnen und unveränder- 
lichen Flächenraume gleich find. Der Ort diefer Durch- 
fehnittspunkte ift alfo wiederum eine Äreislinie von ge- 
gebner Lagexund Gröfse,* deren Mittelpunkt und ELR 
Halbmefler man wieder grade fo, wie im vorigen Fall, 
nach Folg. 1. B. findet. Man theile nemlich, nachdem 
man den Punkt CG befimmt hat, die Linie G'E im 
Punkte G” nach dem Verhältniffle von m +n + p:r ein, 
(d. h, nach dem Verhältnifle der beyden Figuren ge- 
gebner Gattung: über G'A und EA, wenn fie auf der” 
felben Grundlinie ftehn) , fo erhält man den Mittelpunkt 


= E 


244 vcu I 


und der Halbmeffer G"A wird wider durch eine ähnli- 
che Formel wie vorhin beflimmt, 


l t 
Grz PEEB TE O p oryx DTD 
: q g 
— Rx m tar'p —R”x m nen er, 
g q 


Wird noch ein fünfter, opd dann noch en fechfler, 
ein febenter Punkt u, f.f, unter ähnlichen Bedingun. 
gen gegeben , fo geht, wie man leicht cht, die 
Schlufsfolge grade fo, wie hier für drey und vier Punk- 
te fort, daher unfere Behauptung auch für 5, für 6, 
für 7, kurz für jede Zahl von Punkten gilt. 


Wenn man folglich aus einer beliebigen Anzahl gegeb. 
ner Punkte grade Linien fò zieht , dafs fie fich insgefamme 
in Einem Punkte, und zwar fo durch[chneiden, dafs Figi- 
ren von gegebner Gattung ,} welche man über diefe Linien 
befchreibt, zufammengenommen einem gegebnen Flächenraumm 
gleich find; fo if allemal der geometrifcheOrt ihres Durch- 

, fehnittspunktes eine der Lage und Gröfse nach gegebne Kreis. 
linie, fo dafs jeder Punkt einer beftimmten Kreislinie, 
und kein Punkt aufserhalb derfelben , mit den gegeb- 
nen Punkten grade Linien beftimmt , welche die er: 
wähnte Eigenfchaft haben. — Verhalten fich die der 
Gattung nach gegebnen, über BA, CA, DA, EA, 
Sa, "E zu befchreibenden Figuren; zu den Quadraten 
diefer Linien! wie m, ny ps Ya ıwÄ£f.zu q; und man 
theilt die grade Linie BC, im Punkte G nach deim Ver- 
hältnifle m:n ein, ferner GD, im Punkte CG nach dem 
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LG 


Verhältniffe'm-H-n:p, und G’E.im Punkte G nach 
dem Verhältnifeem An- p:r u. f f; fo findet man 
den Mittelpunkt diefes Kreifes: und der Halbmeffer defel 
ben wird durch den gegebnen Flächenraum, durch die 
gegebnen Gattungen der Figuren a, b,cetc., und 
durch die Rechtecke aus den Abichnitten der Linien 
BC, GD, GE u. f. f., durch Kormeln, deren Gefetz 
leicht zu überfehn it, beftimmt. 


b) Dafs der Satz in.diefer Allgemeinheit auch für den 
Fall gilt, da der Unter[chied der Figuren gegeb- 
ner Gattungen, einem gegebnen unveränderlichen Flächen« 
raum gleich ift, &ällt aus unferer Erörterung für 2 und 
3 Punkte in die Augen. Der einzige Unterfchied da- 
bey ift, dafs für jede fubtractive Figur, der durch ihre 
Gattung beftimmte Punkt G in einer Verlängerung zu 
nehmen, und die Gröfse der Figur gegebner Gattung 
über GA aus F, R, E etc, auf andre Art zufammenzu. 
Setzen ift, | 


c) If endlich die Summe einiger der Figuren gegebner 
Gattung , der Summe der übrigen, fammt einem gegebnen 
Ronne S gleich; fo ift der Unterfchied der Figur gegeb- 
ner Gattungen dem Raume $,gleich: alfo auch der 
Satz C, in diefer Allgemeinheit wahr *, "LO 


Der erftere von diefen Sätzen, welche zu den allgemeinften 
und eleganteiten in der geemerrifchen-Analyfis gehören, wird in 
Apollonius ebnen Oertern II. 5. Fall 2 und z3 dargethan, Blofs der 
Beweis für 3 Punkte und den Fall der Summe,- nimmt dort 16 
Seiten ein, indem er durch alle Verichiedenheiten, (wenn alle 
3 Figuren gegebner Gattung Quadrate find, oder, wenn ihrer 2, 


oder wenn I; oder wenn keine ein Quadrate ift A umftändlich 


a 
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durchgeführt wird, und obgleich Simon den Fall des Unter- 
fchieds ganz übergeht, fo füllt doch der ganze Satz über 50 Sei- 
een. Der deutfche Ueberfetzer, Camerer, hat dort arithmetifche 
und trigonometrifche Formeln zur Beflimmung des Halbmeflers 
hinzugefügt, die aber, wie fich fchon aus unfern Formeln fchlie- 
{sen läfst, aufserordenrlich weitläufis werden. — Dafs im Fall 
der Summe der gegebne Raum F nothwerdig größer feyn muß 
als die Summe aller fubrractiven Räume, fälle aus der Beftimmung 
des Halbmeffers in die Augen, 

Stellt man fich alle gegebene Punkte B, C, D etc, als gleich 
fchwer vor, fo findet man den Lehren der Statik gemäfs, ihren 
Schwerpunkt grade auf diefelbe Art, wie man hier den Mittel- 
punkt G der Keeislinie findet, welche der geometrifche Ort des 
Durchfchnittspuuktes A für den Fall ift, dafs alle Figuren über 
BA, CAu.f,f. Quadrate find, Daher hat umgekehrt jeder Kreis, 
welcher aus dem Schwerpunkte mehrerer in einer Ebne gegeb- 
ner, und gleich fchwerer Punkte befchrieben wird, die Eigen- 
fchaft, dafs wenn man von allen diefen Punkten, nach irgend 
einem Punkte der Kreislinie, grade Linien zieht, die Quadrate 
über diefe Linien zufanımengenomraen immer dem nemlichen Flä_ 
chenraume gleich find ; ein Satz den Simfon aus Hughens Horo- 
logium Oftillatorinm prop. 12 entlehnt , und unferm Satz g gemäfs 


noch erweitert, 


Fulgerung 3. Aus dielen Sätzen fliefsen in 
Verbindung mit unferm Lehrfatz umgekehrt folgende 
interefJante Eigenfchaften der Kreislinie, wodurch die Ei- 
genfchaft, welche wir in Lehrfatz, 17, Folgerung 2 
kennen gelernt haben , ausnehmend verallgemeinert 
wird. 

Nimmt man nemlich auf einem der Durchmeffer einer 
Kreislinie, oder auf deren Verlängerung, willkührlich zw ey 
PunkteB und C , und zient von beyden nach einem beliebigen 


Fig. 5I« 
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Punkte M der Kreislinie grade Linien BM, CM; fo haben 

zwey Figuren gegebner Gattung, welche man über diefe Linien 

befehreibt, (nemlich folche Figuren, die über einerley Li- 

nie befchrieben, fich wie die Entfernungen CG und BG 

verhalten,) für seden Punkt der Kreislinie, falls B und C zu 

entgegengefetzten Seiten des Mittelpunktes 

G liegen, immer einerley Summe: falls hingegen Bund G 

zu einerley Seite des MittelpunktsG liegen, immer einera 

ley Unterfchied, Denn ift erflens M ein Punkt an- 
Sserhalb des Durchmeflers BC, und man zieht MB, MC, 

MG, fo entfteht ein Dreyeck MBC, von deflen Spitze, 

im erften Fall nach der gegenüberftehenden Grundli- 
nie, im zweyten nach ihrer Verlängerung eine grade 

Linie AG gezogen ift, für weiches folglich nach der 

Form y unfers Lehrfatzes, MB? x = + MC? x = 

ée ee (BG xCG+MG2) if. Nuan find B, G, C 

gegebne Punkte, alfo BG und CG unveränderliche Li- 
nien, wie auch der Halbmeffer des KreifesMG, und die 

beliebig gegebne Linie GE. Mithin find die Räume 

rechts vom Gleichheitszeichen, für jeden Punkt Min der 

Kreislinie, der aufserhalb BC liegt, von einerley Grö= 
fse, alfo auch die Räume links vom Gleichheitszeichen, 

Folglich haben zwey der Gattung nach gegehne Figu- 
ren über MB und MC befchrieben, und zwar|zwey 
Figuren , die über diefelbe Linie befchrieben fich 
wie CG:BG verhalten, im erflenFall zufammengenom- 
men, im zweyten von einander abgezogen, immer ei- 

nerley Größe, Dafs diefes zweysens auch "für die bey. 


*5.329. it, gilt, folgt aus Proklus Lehnfatz in Anmerk, ı * 


Fig. Se 
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den PunkteN der Kreislinie,.. welche #2 der Linie BC 
liegen, und für welche kein Dreyeck MBC. vorhanden 


3 
indemħach der Form y diefes Lehnfatzes, auch für jene 


CG ; 
beyden Punkte, NE? x ez JBG BC 


CBG x CG + MG?) ift, 


Nimmt man. in oder aufserbalb der Kreislinie weillkühr- 
lich drey Punkte, B, C, D, und zieht von ihnen nach 
Einem Punkte M der Kreislinie grade Linien, fo haben 
auf diefelbe Art drey Figuren befimmter Gattungen über 
diefe Linien befchrieben, für jeden Punkt M einerley Summe, 
oder nach Umftanden einerley Unterfthied, Und zwar, wenn 
man BC, und von Dnach dem Mittelp. G, DG zieht, und 
diefe beyden Linien fich in einem Punkte H durchfchnei- 
den, fo wird die Gattung der Figuren über BM, CM, 
DM,’ durch das Verhäftnifs der Abfchnitte CH : BH 
und HG - DG, wie in’Folgerung 2. betimmt, Uad 
daffelbe gile für 4, für 5, kurz für jede beliebige Zahl 
willkährlich angenommener Punkte, wofür der Beweis nach 
Anleitung des Beweiles in-Folgerung 2., fich ohne 
Schwierigkeit, grade fo wie für 2 Punkte führen läfst, 


Anmerkung a. Diefe intereffanten Folgerungen aus un- 
ferm allgeineinen Lehrfatz , habe ich unmittelbar auf die Ausle- 
gung der verfchiednen Formen deffelben folgen’ laffen, weil fie 
fich lediglich auf diefe gründen, In den folgenden Zufätzen fü- 
ge ich nun noch. die Entwickelung einiger befondier Sätze hinzu, 


» die in nuferm allgemeinen Lehrfatze* liegen, und aus deren grofser 


Brauchbarkeit in geometrifchen Unterfuchungen, die Wichtigkeit 
diefes Lehrfatzes noch einleuchtender werdeh wird, 
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Zufatzl. ı ) Wenn in’ einem Dreyeck* ABC aus Tige 45. 
der Spitze nach der Verlängerung der: Grundlinie BC eine 
grade Linie Ag fo gezogen ifl, dafs, wenn S einen gegeb- 
nen Raum bedeutet, Geh verhile AB2— 8: AC2= Lø: Ce: 
Jo A0 allemal das Rechzeck aus der Grundlinie und‘ dem grö= 
fern Abfehnitt BG, gr op als der rei; Raum S: 


Denn as? lechen, AE e 8 o AC2 x Se WEN 
Za | ‘pos *20,ß; 
folglich S= AB2—AC2 x De. BCxBg A y x 3 
Cg Ce 


ünd mithin S > BC x Be. 


DU  Ası =) Gi z: 
2) Wird hingegen AG nach einem Punkte in der G suude 
tinie felbf} fo gezogen , dafs fi Fer. verhält S — Ab? : AC? 
= BG: CG, fo mufs daji Rechteck BC. x BG kleiner als 
der gegebne Raum S Jos, Denn alsdann ift S = AL? + 
e, € 
ac a Da tee DE ‚alle "geb 


5 BCx:BG.,; l CARRY 


Beyde Sätze kommen in Apollonins ebnen Oertern IT Leme 
ma 4 und 5 vor, und ihr Beweis wird dort weit hergehohlt, 


Zufatz H, Nach der Ausfage ò unfers Lehr. Fig, Ae, 
fatzes, ift, wenn 'man in einem Dreyeck ABC, die 
Linie AG willkührlich nach einem Punkte der Gründ.« 
linie.oder deren Verlängerung zieht, immer 

AB? SEA AM BG EE 5 Ach 
BC BC 


wo die obern Zeichen für den erftern, die untern für 
den letzten Fall gelten, 


Sie, 26, 


Fig. 25. 


Fig. 48. 
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1) Ziebt man folglich AG nach dem Punkte in der 
Mitte der Grundlinie, da dann BG = CG = $ BC wird, fo 
iit immer $ AB? + $ AC? = BG2-+ AG2; unfer Lehr- 
fatz 17, welcher alfo der einfachfte Fall diefes allge- 
meinenSatzes ilt. — Zieht man Ag nach einem Punkte 
in der verlängerten Grundlinie, fo dafs BC = Ce wird, 


fo erhält man ebenfalls die Ausfage jenes Lehrfatzes, 


2) Zieht man AG fo, dafs BG = 2CG, und mithin 
BC =,30G ift, fo it 3 AB? + 3 AC2= 2 CG2?-+ AG? 
o KR 

3) If überbanpeBG = m.CG, folglich , im Fall G 
in der Grundlinie liegt BC = (m + r) CG, falls 
aber G in der verlängerten Grundlinie Hegt BC = 
(m — 1) CG; fo if 


Im eien pa A TAN, Co AG? 
m- I i 
im zweyten ——— = m .C6? — AG2; 


m — i 
Ausfagen, welche fich beyde in folgende Formel zu- 
fammenziehn laffen, 


AB? + ‚AC2 F m., CG2 


Sat LZ m 


AG = 


wo die obern Zeichen für den erften, die untern Zei- 
chen für den zweyten Fall gelten. 


Zufatz UL 1) Zieht man AG fenkrecht auf die 
Grundlinie oder deren Verlängerung , fo wird AG? — 
AB? — BG2, und fetzt man diefen Werth më, fo 
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geht die/allgemeine Ausfage, je nachdem. der Winkel 
B fpitz oder ftumpf (d. i. BC = BG + C6 oder BG 
— CG) ift, in die beyden Ausfagen des dreyzehnten 
Lehrfatzes über; eine Ableitung, die ich dem Lefer 
überlafle. Auch diefer Satz iftalfo nur ein befondrer 
Fall unfers Allgemeinen, 


2) -Ift das Dreyeck ABC gleichfehenklig,, und AG von Fig. 48, 
der Spitze nach der Grundlinie oder deren Verlängerung ge- 


zogen, fo verwandeln fich in ò die Theile links vom 


Gleichheitszeichen in diefe AB2 x En )=+.AE2, 
indem, im,Fall G in der Verlängerung der Grundlinie 
liegt, der Vorausfetzung bey unfern Formeln gemäfs, 
Bg — Cg =-EC il, Pest alfo im gleichichenkligen 
Dreyeck + AB2= BG x CG + AG? oder AB? = AG? 
+ BG x CG; ein fruchtbarer Satz, bey dem ich mich 
hier weiter nicht verweile, weil ich ihn, zum Behuf 
derer, die unfern allgemeinen Lehrfatz überfchlagen 
haben, bald als einen befondern Lehrfatz aufführen 
und noch auf andre Art beweilen werde *. " ap 


Zufatz IV. 1) Zieht man in einem Dreyeck ABCTig. se. 

die grade Linie AG fo nach der Grundlinie BC oder nach 
deren Verlängerung, dafs fich die beyden Abfehnitte BG, 
CG, wie die Schenkel, an welchen fie anliegen, verhalten, 
BG: CG = AB: AC; fo ifl das Rechteck aus den beyden 
Schenkeln, gleich, im erflen Fall der Summe, im Zweyten 
dem Unterfchiede des Rechtecks aus den beyden Abfchnitten 
BG, CG, und des Quadrats der tbeilenden Linie, oder: 
AB x AC =BG x CG + AG2, 


KEE 


de? Sven DL. 


Denn aus der vorausgefetzten Propoition fliefst 


‚auch die Propörtionalität folgender 'Gröfsen i 


ep, BG + CG: BG : CG = AR £ AC AR: AC E, d. h, 


da i im erften Fall BG‘+ CG = BC, im zweyten aber, 
der Bedingung unfers Lehrfatzes gemäfs BE — CG 
== BC AR, BC:BG:CG = ABFNCFAB” AC, Folg- 


E 7 A a ac 
ich ft — = — und — = 
BC. AB SAC BC AB+AC 


Setzt man diefe Werthe in unfrer Form 8, fo wird in 
diefem Fall der Theil links vom Gleichheitszeichen , 


CG sr, BE 
das it AB? a ACHT 
EC 


E 
Zr | / d 
menin xa AC. AC? x AR ` AB x re kg 
"ART Gef AD + AC AB+AC 


ŻAB x AC; und mithin ift in diefem Fall immer 
ABx AC= BG. % SCENE 


Auch deier bekannte und brauchbare Satz: ,: der gewöhn. 
Geh “aus! der Lehre von der Achnlichkeit der Dreyecke: bewiefen 
wird, und der auch De Le Gendre und van Swinden vorkömmt, 
«ift alfo ein befonderer Fall unfers allgemeinen Lehrfatzes. Dafs 
er auch für einen Punkt in der Verlängerung der Grundlinie, 
nur mit, der Verfchiedenheit gelte,, dafs dann die Summe in 
den Unterfchied übergeht, fcheint man bey’ Ben gewöhnlichen 
Beweife deffelben überfehn zu haben. 


2) Es fey AB = m.AC, und folglich, da 
BG: CG, dem Verhältniffe AB :-AC gleich: ift, 
BG=m.CG, fo erhält unfere Ausfage folgende Ge- 
alt, m. AC2 = m’. CG2 + AG? , fo dafs alfo unter der 


Bedingung diefes Zufatzes für jeden Punkt G in der 
BG 
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Grundlinie, AG? = m. AC — CG?) = —., TADE — BG?), 

und für jeden Punkt g dn der REN, Grundlinie 

Ag? = m (Cg? — AC2) = | (Bg? AB2) ih, 
m 


Zufatz V. 1) Zieht man endlich von der Spitze 
eines Dreyecks ABC, die grade Linie Ag fo nach der Vera 
längerung der Grundlinie, dafs die Abfchnitte Bg, Ce fich 
wie die Quadrate der Schenkel, an welche fie anlie= 
gen verhalten, Bg : Ce = AB? : AC2; fo ift allemal das 
Rechteck aus den Abjchnitten , dem Quadrat der theilenden 
Linie gleich, Bg x Cg = Ai, oder diefe Linie ift die mittlere 
Proportionallinie zwifchen den beyden Abfchnitten, 


Denn aus der angenommnen Proportion folgt, 


dafs AB2 x. Cg=AC2xBg, folglich AB2 x = EN e 
B 


x ze = o fey. Da nun deier Unterfchied, nach un- 
G 
{rer Form ð, gleich ift Bg x Cg — Ag2, fo müflen auch 
diefe Räume keinen Unterfchied haben, alfo gleich feyn, 
oder es iftalsdann immer Bg x Cg = Ag?, und folg- 
lich Bg: Ag = Ag : Cg *. 
Apollonins ebne Oerter l. Lemma 2, und Pappus VIL 119, 
wo diefer Hülfsfatzzaus der Lehre von der Aehnlichkeit der Drey- 


ecke abgeleitet wird. 


2) Für einen Punkt G in der Grundlinie, der diefe 


fo fchneidet, dafs die Abfehnitte fich wie die Quadrate 


eG 
der anliegenden Schenkel laser) ‚it2 AB? x ge 


Z 


"A er. 
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= BG x CG + AG?2; eine Erweiterung diefes Hülfsfa- 
tzes, die ich nicht erwähnt finde. 


Zufatz VI. Wem man von’ zwey gesebnen Punk- 
ten B, C aus, grade Linien zieht, die fich in einem Punks 
te A fo aurchfchneiden, dafs je zwey diefer Linien zwar un- 
gleich find, aber ein gegebnes und unveränderliches Ver- 
hältnifs zu einander haben; fò ift der geome- 
srifehe Ort ihres Durchfchnittspunktes, eine 


Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse. 


Denn it das Verhältnifs diefer Linien AB, AC 
gegeben, fo ift auch das Verhältnifs ihrer Quadrate be- 
kannt. Nimmt man daheriauf der Verlängerung der 
Linie BC einen Punkt g fo, dafs Bg, Cg in deiten 
Verhältnifs der Quadrate über AB, AC ftehn , und 
zieht Ag, fo ilt nach Zufatz V, Ag2 = Bg x Cg. Nun 
find diePunkte B, C, und g gegeben und unveränder- 
lich; alfo auch Ag2, und die Seite Ag. Mithin ift 
der Ort der Spitze A, eine mit Ag um & befchriebne 
Kreislinie. > 

Ift das gegebne Verbàttnifs der Linien BA:CA, das Verbält- 
nifs der Gleichbeit, fo ilt kein Punkt in der Verlängerung der 
Linie BC möglich, für weichen Bg: Cg in dem gegebncn Verhält- 
nitie ftünden, da Bg immer um BC gröfser oder kleiner als Cg 
it. — Hingegen giebt es einen folchen Punkt G ın der Linie BC 
felbft, für welchen BG — CG{= $ BC ift, und; für diefen wird, 
laut der zweyten Ausfage in Zufatz V, AB2 = BG2 + AG», 
alfo der Ort der Durchfehnittspunkte A für diefen Fall ein Per- 

* 14. pendikel auf der Mitre der Linie BC *. 
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Zufatz VII. Umgekehrt hat jede Kreislinie 
die Eigenfchaft, dafs wenn man innerhalb oder or, 
Sserhalb des Kreifes willkährlich einen Punkt, z.B, C nimmt, 
und auf dem Durchmefler durch C, nach derfelben Seite him, 
einen zweyten Punkt B fo, dafs das Rechteck aus den Ent- 
Fernungen diefer beyden Punkte vom Mittelpunkte g, dem 
Quadrat des Halbmeffers gN gleich if, eC x gb=gN?, 
oder, was auf eins hinaus kommt, fo dafs gB die dritte 
Proportionallinie za gt und dem Halbmejler gN if ; fo ftehn 
je zwey grade Linien, MB : MC, welche man von diefen 
Punkten C, B aus, nach demfelben Punkte M der Kreislinie 
zieht, insgefanmt in gleichem Verhälztnifs, und 
zwar im Verhältni/s des Halbmeflers und eines der Ab- 
jehnitte, gB:gN, oder der beyden Linien AP: NC, oder 
BP: Ch 

Denn zieht man nach demfelben Punkte M der 
Kreislinie BM, CM, gM, fo entfteht ein Dreyeck 
BMC, von deffen Spitze nach der verlängerten Grund- 
linie, Mg fo gezogen ift, dafs Bg x Cò = Ne? = Mei 
ift, daher vermöge ò auch MB? x Cg = MC2 x Be 
feyn *, und folglich fich verhalten mufs MB2 - MC2 * 20, ò, 
= Bg:Cg. Nun aber ift der Mittelpunkt e, der Halb- 
mefler gN, und einer der Punkte B, C, mithin auch 
der andre , alfo das; Verhältnifs der Linien Bg:Cg, 
folglich das diefen gleiche Verhältnifs der Quadrate 
M52:MC?, undalfo auch das Verbältnifs der Seiten 
deier Quadrate MB : MC gegeben und unveränderlich. 


Da nun die Punkte BundC, der Vorausfetzunz 
nach fo befliimmt find, dafs fich verhält gB : gN 
Lë, 
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=uN:gC, oder, wenn man diefe gleichen und fte- 

* V. 6, tigen Verhältniffe zufammen fetzt* gB:gC = gB?: gN2 
oder auch wie gN2:gC2; fo verhalten fich die Qua- 
drate ME2: MC2 = gB2:gN2, und folglich je zwey Li- 
nien MB:MC=gB:gN oder wie gN :gC, oder endlich 
wie gB F gN:gN TeCd.i. wie BN : NC oder wie 

*V.4.8.BP:CP * Mithin verhält fich die gröfsere je zwey folcher 
Linien MB, MC zur kleinern, wie der gröfsere Abjchnite 
zum Halbmeffer , oder wie der Halbmefer zum kleinern 
Abjchnitt,, oder wie die beyden an diefen Linien anliegen- 
den Abfehnitte, in welche BC durch die Kreislinie getheil; 
wird. 


Da der Halbıneffer die mittlere Proportionallinie zwifchen 
den Entfernungen der beyden Punkte B, C, vom Mittelpunkte. 
g ift; fo können die Linien gb, gC, nicht beyde zugleich grö- 
fser, oder beyde zugleich kleiner als der Halbmefler feyn , folg- 
lich die Punkte B, C nicht beyde zugleich innerhalb oder au- 
fserhalb des Kreifes, eben fo wenig als zu entgegengeletzten Seiten 
des Mittelpunktes genommen werden. 

` 
 Anmerkune, Die Ausfagen in Zufatz 6 und 7, welche 
zu den fchönften Sätzen über den Kreis gehören, machen in 
Apollonins ebnen Oertern den zweyten Ort des zweyten Buchs 
aus, und laffen fich auch aus Sätzen des nächften Buchs folgern. 
in der ‘That find fie aber nur der einfachfte Fall der Ausfage C 
"ELD, in Folgerung ı *, und laffen fich daher noch fehr veraligemeinern, 


Wenn nemlich beliebig viel Punktes. Be B, C, -D in einer 
Epne gegeben find, and grade Linien von dreien Punkten ans ge- 
zogen fich (in diefem Fall je drey) fo in Punkten, Ardurchfehrei- 
den, dafs fie zu einander fiets in demfelben gegebucn Verkültniffe 
Behu, fo ift der Ort der Durchfchnittspunkte A fets eine Kreisli- 
nie von gegebner Lage andGröfse. Denn da alsdann auch die 
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Quadrate über diefe Linien in einem gegebnen, unveränderlichen 
Verhältmifle tehn, z. B. BA2:CA2:DA? = m:n:p; fo ıtBA? + 

m+n 
CA2; DA2 = m+n: p, und mithin BA2 +CA2 — DA? A EE 
oder eine Figur gegebner Gattung über DA befchrieben, gleich 
der Summe der Quadrate über die anderen Linien.. Es sift dann 
allo auch der Unterfchied diefer Quadrate und der Figur gegeb- 
ner Gattung über DA, gleich einem gegebnen Flächenraume, N 
nemlich dem Flächenraume o, ‘und deshalb der Orr der Punkte 
A eine Kreislinie, deren Mittelpunkt und Halbmeffer, wie, in 
Folgerung.2., beltimmt wird. 


EG ET HAR Ss Az, 22 : 


Zieht man our der Spitze A eines gleich- Fig. 38. 
fehenkligen Drepecks ABC nach irgend einem 
Punkte Gin der Grundlinie, oder nach einem Punkte & 
in deren Verlängerung, eine grade Linie, fo ij? flets 
der Unterfchied der Quadrate aus -diefer Linie und aus 
einem der gleichen Schenkel, gleich dem Rechteck aus 
den Abjchnitten auf der Grundiimnie, BG, CG, oder auf 
der verlängerten Grundlinie, Bg, Cg. 


Da ein Perpendikel AD, aus der Spitze auf die 
Grundlinie gefällt, diefe im Punkte D halbirt *, fo rfa, 
geht für delen Punkt das Rechteck aus den beyden Ab- | 
fchnitten in das Quadrat der halben Grundlinie, und 
allo die Ausfage des Lehrfatzes in folgende über, AB2 
—AD?=BD?2, welche vermöge des Pythagoreifchen 


Lehrfatzes wahr ift. * vd 


leder andre Punkt G ia der Grundlinie theilt diefe 
überdem in zwey ungleiche Abfchnitte, BG, GC, mite 
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gtt hin fo ‚dafs BG x GC = BD? — DG2ift*, oder, da 
im Dreyeck BAG der Unterfchied diefer Quadrate, deın 
Unterfchiede der Quadrate aus den Schenkeln AB, AG 
WA gleich ift*, fo, dafs ift 
BG x GC = AB? — AG2 
Für jeden Punkt va der Verlängerung der Grundlinie, 
haben wir eine in D gleich getheilte Linie BC, wel- 
cher ein Stück Cg angefetzt, für die folglich Bg x gC 
= Dg? — DCzift. Und da wiederum im Dreyeck 
CAg der Unterfchied diefer Quadrate aus den Abfchnit- 
ten der Grundlinie, dem Unterfchiede der Quadrate aus 
* 16. 1. den Schenkeln Ag und AC = AB gleich ift * 
Bg x gC = Ag? — AR2. 
Man nehme alfo den Punkt G in der Grundlinie felbft, 
oder in deren Verlängerung, allemal ift das Rechteck 
aus dem Abjlande diefes Punktes von den beyden, Endpunke 
ten B, C der Grundlinie, gleich dem Unterfihiede der 
Onadrate aus der Linie AG und einem der gleichen Schenkel, 
nur mit dem Unterfchiede , dafs im erften Fall der 
Schenkel größer, im zweyten kleiner als die Linie AG 
it; welches fich aus der Natur des gleichfchenkligen 
* 1, 16, Dreyecks von felbit verfteht *, 


Folgerung, Das Quadrat einer graden Linie AG, 
welche durch die Spitze des gleichfchenkligen Dreyecks gee 
zogen wird, it folglich, je nachdem fie auf der Grund- 
linie, oder auf deren Verlängerung auffteht, 

AG? = AB? — BG x GC oder Ag?= AB? + Bg x gC; 
Ausfagen, die man bequem in folgende zufammen- 
fafst 

AG? = AB? # BG x GC 
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wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je’nachdem 
der Punkt G in der Grundinie BC felb, oder dz. deren 
Verlängerung liegt. Grade fo iit 
AB? = AG? + BGX GC; 
ein Satz, den wir fekon oben gehabt haben <> VE) 


Zutatz, Iede Sebre eines Kreifes, welche kein Durch- Taf, 1v, 
meer ift, z.B. AB, bildet mit den beyden Halbmef- Fi8- 55- 
fern, die nach ihren Endpunkten gezogen werden, 
ein pleich[chenkliges Dreyeck ABC, welches’ den Mittel- 
punkt zur Spitze, die Sehne felbft zur Grundlinie, und 
den Halbmefler zu Schenkeln hat. Durch unfern 
Lehrlatz wird: mithin folgende artige Zigenfchbaft diefer 
Schner begründet: 

1) Iede grade Linie, weiche aus dem Mittelpunk- 
te C eines Kreifes nach irgend einem Punkte O in einer 
Sehne wie AB, gezogen ift, theilt diefe fo in zwey Ab- 
ichnitte AO, OB, dafs AO x OB = CA? — CO? ift. 
Und auf diefe Art wird auch der Durchneffer H I, der dorch 
den Punkt O geht, (folglich jede Sehne dureb O) mitteift 
diefes Punktes eingetheilt. Denn giebt es gleich, da 
der Mittelpunkt C ın HI liegt, alsdann kein gleich- 
fchenkliges Dreyeck, ‘wie für die übrigen Sehnen, 
fo ił doch HI im Punkte C gleich, im Punkte O un- 
gleich getheilt, und deshalb gleichfalls das Rechteck 
HO x0Ol = CP — CU? mfg 


2) Eine gradeLinie, welche aus dem Mittelpunk- 
te nach einem Punkte o in der Verlängerung einer Schne 
mie AB gezogen ift, fchneidet dagegen auf ihr zwey 


Abfchnitte Ao, Bo, fo ab, dafs Ao x oB = Te?— CA2 
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ift. Und auch der Durchmeffer , der durch den Punkt o 
geht, (folglich jede Sehne durch o) wird mittelft des Punk- 
tes o auf diefe Art eingetheilt, da dem in C gleich ge- 
theilten Durchmeffer HI, in diefem Fall, ein Stück 
"LB Io angefetzt, folglich Hoxol = Co? — CR ift *, 


In beyden Fällen, der Punkt O liege in einer Seh- 
ne, oderin deren Verlängerung , A8 alfo immer das 
Rechteck aus den Abfchnitten, die durch diefen Punkt ge- 
bildet werden , (oder noch beflimmter das Rechteck aus dem 
Abjtand des Punktes O von den beyden Endpunkten A, B der 
Sehne), gleich dem Unter[chiede der Quadrate aus dem Halb« 
meffer und aus der Linie CO, 


3) Diefe Linie CO felbft, und der Halbmeffer CA, 
werden durch folgende Ausdrücke gegeben, 
CO2 = CA2 F AO x OB 
CA2 = CO? + AO x OB 
wo die obern.oder die untern Zeichen gelten, je nach- 
dem der Punkt.O in der Sehne, oder in deren Ver- 


längerung liegt. 


LEHRsATz 22] 


Taf, It. | 1) Wenn mehrere Sehnen insgefammmt durch ei- 

Fig. 55. en Punkt O im Kreife gehn , jo find die Rechtecke 
aus den beyden Stücken, welche auf jeder Sehne durch 
diefen Punkt abgejchnitten. werden, Jöwohl unterein- 
ander, als auch mit dem Quadrate der halben Sehne 
gleich, welche mit dem Punkte O gleich weit vom 
Mittelpunkte abfteht, z. B. 40 X 0B=DOXOE 
= OF. 
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2) Wenn dagegen die Verlängerungen 
mehrerer Sehnen sinsgefammt durch einen Punkto 
aufserhalb des Kreifes gehn, Jo find die Rechtecke aus 
der ganzen fehneidenden Linie und aus der Verlänge- 
rung, fo wohl untereinander, als auch mit dem Qua- 
drate der Tangente gleich, welche vom Punkte o 
nach dem Kreife gezogen wird, ze B. Ao of = 
Do XE = 06”. | 


ItO der Mittelpunkt desKreifes, fo find alle Seh- 
nen, welche durch diefen Punkt gehn , Durchmeffer, 
die fich im Punkte O halbiren, ‚mithin, die Ausfage ı 
richtig, — If O nicht der Mittelpunkt, fo ziehe man 
nach demfelben die grade Linie OC, Für alle Sehnen, 
welche fich entweder felbft, oder verlängert in demiel- 
ben Punkte O durfchneiden, ift diefe Linie CO, und 
mithin der Unterfchied der Quadrate des Halbmellers 
und diefer Linie, von gleicher Gröfse, Da nun deier 
Unterfchied den Rechtecken AO x OB, DO x OE, 
HO x Ol ete. dem vorigen Zufatz semäls* gleichift, x EN 
der Punkt O liege im Kreife oder aufserhalb des Krei- 
fes, fo ind auch in beyden Fällen alle diefe Rechtecke 
unter fich gleich, 


Im erften Fall wird eine Sehne CP, welche durch 
den Punkt O geht, und vom Mittelpunkte um CO ab- 
fteht, vom Durchmefler durch Ofenkrecht duschfchnit- 
ten und halbirt #, fo dafs GO x OF = OF2 ift. Und sn d 
da diefes Rechteck jedem der übrigen Rechtecke aus 
den beyden Abfchnitten der Sehnen, die durch den 


Se 
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Punkt O gehn, gleich ift, fo mufs anch jedes diefer 


Rechterke dem Quadrate über OF gleich fom. 


In zweyten Fall ift, wenn man vom Punkte o aus 
eine Tangente oG am Kreife, und nachldem Berüh- 
rungspunkte den Haibınefler CG zieht, CG auf oG - 

er fenkrecht *, daher oG? = oC2— CG2 * und folglich 
S das Qxadrat der Tangente 0G, gleich dem Rechteck aus 
den beyden Abfehnitten jeder verlängerten Sehne, die durch 
den Punkt o geht, indem jedes diefer Rechtecke, dem 
Unterfchiede der Quadrate, über Co und über dem Halb- 

21 Z.2 mefler CG, gleich ift *, 


Folgernng 1. Dain Rechtecken von gleichem 
*4. £ r Inhalt, de Seiten verkehrt proportional find *, fo erge- 
ben fich "hieraus unmittelbar folgende Sätze: 


EN Zwey Schnen, welche einen Punkt O innerhalb der 
Kreislinie gemein haben , durchfthneiden fich in diefem 
ep. y.Punkèe verkehrt proportional *, fo dafs fich, verhält 
A9: D9 = 0E:ÖB; 
Ei und die Hälfte der Sehne FG, welche vom Mittel- 
punkte nin CO abficht (oder die auf dem Durchmefler im 
Punkte O fenkrecht fteht) z# die mittlere Proportionalli- 
nie zwifchen den beyden Abfehnitten einer jeden folchen Selha 
ne, fo dafs fich verhält AO : OF = OF: OB, 


y) Eben fo werden zwey Sehnen, die fich verlängert 
in einem Punkte o aufserhalb des Kreifes durchfchneiden, 
durch die Kreislinie verkehrt proportional eingetheilt , fo 
dafs fich verhält 40:Do = oE: ob; 

ò) und die Tangente , welche von diefem Punkte o 
nach dem Kreife geht, ift zwifchen der Verlängerung und 
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der ganzen durchfchneidenden Linie die mittlere Proportio- 
vallinie, {o dafs fich verhält Ao : oG = 0G:oB, 7 


Ueberhaupt werden alfo zwey grade Linien, welehe 
von Einem Punkte O nach der Kreislinie gehn, oo diefer 
fiets fo gefehnitten, dafs die Entfernungen des Punktes 
O von den beyden Durchichnittspunkten einer. jeden 
diefer Linien, verkehrt proportional find *, oder dafs die * Ei 7e 
Rechtecke aus diefen Entfernungen insgefammt unter 
einander gleich find. Dafs fich auf diefe Eigenichaften 
der Sehne und der Tangenten Meshodea gründen lallen, 
zu drey gegebnen Linien die vierte, oder zu zwey die drita 
te Prosortionallinie, fo wie zwifchen zeeey gegebzen die 
mittlere Proportionallinie zu finden, fällt in die Augen. 

Folgerung 2. Ift von einem Punkte einer Sehne 
AB, cine grade Linie OF nach dem Kreife fo gezogen, dafs 
Of2=0OBx0Odif, fo if OF ein Perpendikel auf dem 
Durchmeffer , der durch den Punkt O geht. Denn ver- 
längert man die Linie FO, bis wo fie zum zweyten 
male den Kreis in G durchfchneidet, fo it OG x OF 
— OB x.OA, folglich OF? = OG x OF und alfo OF 
= OG; d. h. die Sehne GF wird im Punkte O halbirt, 
uud feht daher auf dem Durchmefler durch O fenk- 


recht. 


Von allen Sehnen die durch den Punkt O gen, ifi 
diefe Sehne FG (die auf dem Durchmeffer durch O fenkrecht 
flieht) die kürzefte. Denn unter allen Rechtecken, wel- 
che von gleichem Inhalt find, hat das Quadrat den 
kleinften Umfang *. CEA 
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Folgerung 3. ei If von einem Punkte in der Ver. 
lüngerung einer Seine AB , eine. grade Linie oG nach dem 
Kreife fo gezogen, dafs 062 = 04 x oB if; fo berührt 
P den. Kreis im Punkte OG. Denn zieht-man von o 
durch den Mittelpunkt des Kreifes oH, fo it oA x oB 
sa 2,22 OH x ob*'und allò 0G2 = oH xol = o C67, 

weib'dem in C halbirten Durchnieffer HI, das Stück 
HELZ jo angefetzt it % Folglich 'mufs das Dreyeck COG 
* 14 bey G rechtwinklig * fern, und daher o? den Kreis 
* 11.12. äm Punkte G berühren *. 

Diefe berührende Linie ifl flets kleiner als die Hälfte 

der Summe aus den beyden Ablchnitten Ao, Bo jeder Sehne, 

*11,2.1. die durch den Punkt o gebt *, und je zwey Abfchnitte 
Ge Bo einer Sehne zufammen genommen, find ftets 
kleiner als die beyden Abfchnitte Ho , lo auf dem 
Durchmeffer. 

8) Sind endlich nach irgend drey Punkten A,B, o einer 
graden Linie, von einem Punkte K grade Linien fo gezogen, 
dafs Koz = Ao x Bo if, Uhn man befchreibt durch AKB 
einen Kreis, fo berührt ob diefen Kreis, vermöge o. 
und folglich ‚find dann allemal die Winkel BKo = KAB, 

VIE AKL = ABK *, und als die Nebenwinkel der letztern 
KBo = Abo, mithin die Dreyecke KBo und AKo 
gleichwinklig. 


Folgerung A «) Liegen vier Punkte A, D, B, E 
fo, dafs, wenn man fie Paarweif durch grade Linie wie 
AB, DE verbindet , diefe Linien fich entweder felbft in ein 
nem Punkte O, oder verlängert in einem Punkte o durch. 
fehneiden, und das Rechteck aus den Abfchnitten AO, CO 
der einen , dem Rechteck aus den Abfehnitten DO, EO 
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der andern gleich if, oder, was auf eins hinauskömmt, 
fo, dafs die Entfernungen des Durchfchnittspunkts O 
von den beyden Punkten, die auf jeder diefer Linien 
gegeben find, in verkehrtem Verhältnifs ftehr; Jo ie 
fich durch diefe vier Punkte fiets eine Kreislinie befehreiben, 
und ein Kreis, der z. B, durch die drey Punkte A, B, C 
gezogen wird, mufs nothwendig auch durch den vierten È 
gehn, Denn wer diefes leugnen wollte, müfste hehaup- 
ten dafs ein folcher Kreis die Linie DE nicht in E, fon- 
dern in einem andern Punkte F durchfchnitte, da denn 
das Rechteck aus DO, FO dem Rechteck aus AO, BO, 
mithin ,. der Vorausfetzung gemäfs, dem Rechteck aus 
DO, EO gleich feyn müfste, welches nur dann mög- 
lich ift, wenn FO = EO, und alfo F und E eincrley 
Punkt fnd. 


B) Umgekehrt läfst fich durch vier gegebne Punkte uny 
dann ein Kreis ziebn, wenn fie entweder auf diefe Art lie. 
gen, oder wenn Ge die Eckpunkte eines Rechtecks find. Denn 
laufen unter den Linien, welche die vier Punkte ver. 
binden, je zwey der gegenüberftehenden parallel; fo 
bilden fie ein Parallelogramm, und um kein Parallelo- 
gramm , das Rechteck ausgenommen, läfst fich ein 
Kreis befchreiben 5, Durchfchneiden fch hingegen 
dief& Linien, und die vier gegebnen Punkte lägen nicht 
auf die angezeigte Art, und doch ın einem Kreife, {0 
mülsteeine grade Linie einem Kreis in drey verfchiede- 
nen Punkten D, E, Ffchneiden können, welches una 


möglich ift. 


x) Gehn überhaupt mehrere grade Linien durch Eisen 


Punkt O, und es liegen entweder auf allen zu einerly, 


“I, afi 


' Fig. 56. 


»12.f2. 
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oder auf allen zu sentgegengefetzten Seiten deffelben zue? 
Punkte fù, dafs die Rechtecke aus ihren Entfernungen vom 
Punkte O gleich find; fo liegen alle diefe Punkte in el- 
ner Kreislizie, und ein Kreis durch drey derfelben 
befchrieben, geht auch durch alle übrigen. Und zwar 
liegt im erften Fall derPunkt O aufserhalb, im zwey- 
ten innerhalb diefes Kreifes. — Umgekehrt giebt die- 
fes eine Bedingung ab, unter der allein ein Kreis durch 
gegebne Punkte gehn kann, 


Alle drey Ausfagen find!für die Theorie des Kreifes von 
Wichtigkeit, und befonders wird uns der Satz *, in Verbindung 
mit Lehrfatz 23 und 26 im zweyten Buch, gleich im Folgenden 


{ehr nützlich feyn, 


Folgerung 5. Jedes Perpendikel, welches auf 
dem Durchmejfer eines Kreifes auffleit, und vom Doch, 
effer bis zur Kreislinie reicht, ijt die mittlere Proe 

ortionallinie zwifchen den Stücken, welche es auf 
dem Durchmeffer abfehneidet, z. B. DM Zeichen AP und 
pB, und das Quadrat über dem Perpendikel ift dem Recht- 
eck aus den Abfehnitten des Durchmejjers gleich, PM? = 
AP x PB; Ausfagen, die fchon in unferm Lehrlatz 
und in Folgerung 1, E) liegen, und die auch unmit« 
telbar daraus folgen, dafs wenn man von dem Punk- 
te M, wo das Perpendikel den Kreis durchfchneidet, 
nach den Endpunkten des Durchmeflers grade Linien 
MA, MB zieht, ftets ein rechtwinkliges Dreyeck ent- 
fteht, worin der Durchmefler Hypotenufe, und MP 
ein Perpendikel aus der Spitze des rechten Winkels auf 


die Hypotenufe ift *, 
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Die Quadrate zweyer folcher Perpendikel ftelın al- 
fo auch zu einander in demielben Verhältnils, wie die 
Rechtecke aus den Abfchnitten, z.B. PM2:QN?= AP 
x PB:AQx QB; eine Eigenfchat, worin der Kreis, 
wie wir in der Folge fehn werden , mit den übrigen 
Kegelfchnitten übereinftimmt, nur dafs für diefe EN - 
Quadrat jedes Perpendikels gröfser oder kleiner ift, 
das Quadrat der beyden Abichnitte, 


Durch Perpendikel welche man aus Punkten einer Einie auf 
eine grade Linie AB fällt, wird die Lage diefer Punkte, und 
mithin die Lage der ganzen Linie, gegen die grade Linie AB be- 
{timmt *. Folglich dient diefe Eigenfchaft der Perpendikel, welche *L16, fe 
auf einem Durchmeffer errichter werden , die Natur der Kieisli- 
mie in Beziehung auf ihren Drrchmeffer völlig zu beffinsmen, und 
wir können uns ihrer als eines unterfcheidsnden Charakters der 
Kreislinie, wodurch tie fich von alien andern Arten krummer 
Linien auszeichner, bedienen, wie wir diefes befonders in dem 
Buche von den Kegelichnitten thun werden. — Bezeichnet man 
den Halbmefler der Kreislinie mit r, folglich den Durchmeflt; 
mit ar, jedes Perpeudikel mir y, und den Abfchnitt des Durch- 
meffers vom Anfangspunkte deffelben A an, bis zum Perpendikel 
mit x, folglich den zweyten Abfchnitt mit ar — x, (da denn 
natürlich die Zeichen y und x keinen felten "unveränderlichen 
Werth haben, fondern einen Werth, der für jedes Perpendikel 
anders ift); fo iñ diefer Eigenfchaft des Kreifes gemäfs vi = 
x.(ar—x); und diefer Gleichung bedient man fich in der analyti- 
fchen Geometrie als Charakter der Kreislinie , fo wie umgekehrt 
mittellt der Natur des Kreifes fich für jede folche Gleichung Linien 
darftellen laffen, welche zu einander das in der algebraifchen 
Gleichung austredrückte Verhalten haben. Diefe Linien darftel- 


len , nennt man eine Gleichung conffiniren, 


Zulatz I, Jode Sehne AM ifl die. mittlere Propor- 
tionallimie zwifchen dem Durchmeffer und dem an ihr lie- 
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genden Stücke AP, welches durch ein Perpendikel aus dem 
einen Endpunkt der Sehne auf dem Durchmeffer, der durch 
den andern Endpunkt geht, abgejehnirten wird, -Denn ift 
AB diefer Durchmefler , und man zieht MB, fo it 
AMB ein rechtwinkliges Dreyeck , worin AM, BM 
Katheten, folglich AM2 = AB x AP und EM = 
"12.2 AB x BP *, diefe Sehnen alfo die mittleren Propor- 
tionallinien zwilchen dem Durchmefler AB und den 
#4 f 1. Abfehnitten AP, BP find *. — In einem der folgen- 
den Lehrfätze wird diefer fruchtbare Satz noch be- 
* 24 trächtlich erweitert werden *. Hier einige Folgerun. 


gen daraus, 


ei Setzt man mit der Proportion 
AM?2:BM?2= AP:BP 
av. 4. 3. die identiiche AM: BM = AM : BM zufammen *, 
fo ergiebt fich daraus 
AM? : BM3 = AM x AP: BM x BP, 
Diefe letztern Rechtecke verhalten fich folglich wie die 
dritten Potenzen aus den Zahlausdrücken der Sehnen 
AM, BM, oder ftchn im dreymal fo hohen Ver- 
> y. 6. hältnifs *. | 
Grade fo it AM2: PM? AR: PB * und mithin 
AM3: PM3 = AB x AM :PB x PM. (Gregor. a. St, 
- Vincentio HI. 91. 92.) 
Auch verhält fich PM? : AB x PM = AB x PM : AB2 


indem die eritern und die letztern Rechtecke von glei- 


CRT 


cher Höhe find, opd bech daher wie ihre Grundlinien 

DA AB verhalten. Nün it PM? = AP x PBund 
12.6.3. ABxXPM=AMXBM*. Folglich it auch AP x PB 
& : AM 
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; AM x BM = AM x BM : AC2, oder das Rechteck aus 
den beyden Abfchnitten, das Rechteck aus den beyden 
Sehnen, und das Quadrat des Durchmefers find in fte- 
tisem Verhältnifs (Greg. III. 81,) 


ß) Zieht man von einem Punkt der Kreislinie aus meh» 
rere Sehnen, AM, AN, AR, fo verhalten fich die Qua- 
drate derfelben untereinander und zum Quadrat des Durche 
meffers, wie die Abfchnitte AP, AQ , AS unter einander und 
zum Durchmeffer AD, Denn da AM2 = AB x AP, AN? 
= AB x AQ, AR? = AB x AS ift, fo verhält fich 
AM?: AN2: AR? ; AB? = AP: AQ:AS: AB, Sind alfo 
z. B, die letztern Abfchnitte ftetig proportional, fa 
find es auch die Quadrate der Sehnen, und mithin die 
Sehnen felbft (Gregor IH, 20). 

Folglich verhalten fich auch hier, aus denfelben 
Gründen wie in«, AM3; AN3: AR3 = AP x AM AO 
xAN;ARXAS, und auch diefe Rechtecke ftehn in 
dreymal fo hohem Verhältnis als die Sehnen AM, AN, 
AR. (Gregor Ill, 92.) 


y) Berühren fich zwey Kreife im Punkte A, fo find Fig. $7, 
ihre Durchmeffer Stücke. derfelbe graden Linie, die 
durch den Punkt A geht *, #1, 16, 

Sind daher DF, GI etc. Perpendikel auf diefem FR 
Durchmeffer, welche den einen Kreis in FE, H etc. den 
andern in F, I ete. durchfchneiden, fo verhält fich fowohl 
AE2: AH? = AD: AG, als auch AF?; AIS = AD: AG, 
und mithin find die Quadrate der Sehnen im einen 
Kıeife, mit den Quadraten der beyden Sehnen des an- 

Aa 
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dern Kreifes, und alfo diefeSelinen untereinander pro- 
portional, oder AE:AH=AF:AL (Greg. II. 18.) 


Auch verhalten fich die Quadrate je zwey folchier 
Sehnen aus den verfchiednen Kreien AF? : AE?:AD? 
wie die Durchmefler der Kreife AB: AC: AD, weil AF? 
= ADxABund AE? = AD x AC If.daher AD 
die dritte Proportionallinie zu den beyden Durchmef- 
fern y fo verhält fich auch AF? : AE? = AE? : AD? und 
AF:AB= AE: AD, daher donn auch AE die mittlere 
proportionallinie zwifchen AD und AF ift, - (Greg: 
HI, 19.) ° 


Fig. 58. Zufatz II. Wenn fich mehrere Kreife im Punkte 
A berühren, und man zieht aus einem Punkte B_ibrer ge- 
meinfchaftlichen Tangente grade Linien, welche diefe Krei- 

f durchfchneiden, fo find die Rechtecke aus den beyden Stu” 
cken, welche jeder der Kreife auf den durchfehneidenden 
Linien abfchneidet, von gleicher Größe, z.B. BD x BI 
= BE x Bi = BFE x BG, oder tf x bg = ba x be, Denn 
jedes deier Rechtecke ift dem Quadrat der berührenden 

gie a Line: AB? oder ab2, gleich * (Greg. IIl. 68.) 


Befchreibt man daher um irgend einen Punkt H in der 
gemeinfehaftlichen Tangente einen Kreis, der die fich berüh. 
senden Kreijein.den Punkten, P durchfchneidet, und zieht 
durch diefe Punkte F grade Linien, welche die Kreife- zum 
metteg male in Punkten G durchfchneiden, jo legen alle 
dieje Punkte G im Umfange eines mir dem erfern concen. 
trifehen Kreifes.. Denn die Rechtecke BF xv DC und die 
Linien BF find insgefammt gleich, folglich auch die 
Linien BG. (Greg, III, 56.) 
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Zufatz IM. If die Sehne IG dem Halbmeffer des Fig. 55» 
Rreifes glich, und man zieht durch den einen Endpunke 
derfeiben einen Durchmeffer, durch den andern eine Tangen. 
te, die fich beyde in o fehneiden, fo wird GCI ein gleich- 
feitiges Dreyeck, aus deflen Spitze Go nach der ver- 
längerten Grundlinie geht. Folglich muß Go? se > 
Co x Io 4+- CG?, und da zugleich Go?=Hox Io it, WER 
CG2 = Ho x Io — Co x Io= HC x lo, folglich,da HC= — ” 
CGift, auchlo= CG feyn. ` Die Tangente durchfehnei, 
det alfo in diefem Fall den verlängerten Durchmejjer fü, 
dafs Io dem Halkmeffer gleich, folglich Ci HI, und 
da fich die rechtwinkligen Dreyecke CGI, IGE decken, 
auch Go = GH ifl, daher G72 = io x Ho = 1G x (IG + HI) 
= 3. CG2 wird, (Greg, HI. 22). 


¿0 Zufatz IN. ei Sind von einem PunkteO aufserhalb 
eines Kreif:s zwey fehneidende Linies OBA, OED fo nach 
dem Kreije ‚gezogen , dafs. das Qäadrat der einen Verlängen 
rung EO, dem Rechteck aus der andern Schne AB und ih- 
rer Verlängerung BO gleich ift, fo ifi umackehrt auch da’ 
Onadrat der zweyten Verlängerung BO dem Rechteck aus der 
erflern Sehne DE: und ihrer Verlängerung EO gleich, Denn 
it EO? = AB x BO, fo ift auch, wenn man beyderfeits 
BO? hinzufügt, "E02 + BO? = AB x BO ++ Bo2 — | 
BOxXAO=EOxDO* = EO2--EO xDE, und mit- y, y 
hin BC2= EO x DE. If alfo EO eine mittlere Propor- 
tionallinie zwifchen AB, BO, fo it umgekehrt guch 


BO eine mittlere Propottionallinie zwifchen DE 
und EO, 


SU , Aa 3 
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ß) Sind dagegen die beyden Sehnen fo gezogen, dafs 
die Rechtecke aus den Sehnen, den Rechtecken aus ihren Ver- 
längerungen gleich find, AB x DE = BO x EO fo find die- 
fe Verlängerungen in verkehrter Ordnung genommen , zwie 
fehen den beyden Sehnen AB, DE zwey mittlere Pro 


‚portionallinien*. Denn ift 


«) ABX DE = BO x EO, mithin = > sund 


man fügt AB x BO zu den gleichen Rechtecken hinzu, 
fo wird AB x DO = AO x EO, Nun ut 

EO x DO = AO x BO *, 
mithin, wenn man Gleiches durch Gleichem dividirt, 


PO 
— = — = — vermöge «). 
DE 


Betrachtet man alfo diefe Brüche als Exponenten von 
Verhältniffen, fo find alle diefe Verhältniffe gleich, 
AB:EO=EO:BO=BO:DE* 


K und folglich find! die Verlängerungen EO , BO zwey 


mittlere Proportionallinien zwifchen den Sehnen AB, 


xy. 5 DE*. 


Auch folgt aus jenen Gleichheiten, deis 


3 BE EO x BO AB 
AB = — it, dafs mithin fich 


EO; ebe BO ge DE 
verhält AB : DE = AB3: EO3, 


Anmerkung. Wäre es jallo nur möglich zwey gegebne 
grade Linien AB, DC fo in einen, Kreis als Sehnen zu legen, 
dafs die Rechtecke aus denfelben, den Rechtecken aus ihren Ver. 
längerungen bis zu ihrem Durchfchnitespunkte gleich wären; fo 
hätte man die Aufgabe, zu sagen gegebnen Linien AB, DE zwey 
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mittlere Proportionallinien en finden, und zugleich zuch das be- 
rühmte Delifehe Problem von der Verdopplung der Kubus aufgelöft® 
Denn man fände auf diefe Art eine grade Linie EO, deren Kubus 
zum Kubus von AB des Verhältnifs zwey beliebiger Linien DE : AB 
hätte, indem wir in der Streometrie fehn werden, dafs die Wür- 
fel zweyer Linien fich wie die dritten Porenzen der Zahlausdrü- 
cke diefer Linien verhalten, grade fo wie die Quadrate im Ver- 
hältnifs der zweyten Potenzen diefer Zahlausdrücke ítehn, Auf 
jene Aufgabe hat Vieta (Opera p, 242) diefes berühmte Problem 
zurückgeführt, doch auf einen langwıerigeren und weniger ele- 
ganten Wege, als es hier; gefchehn ift, 


Allein sue grade Linien auf die geforderte Art einem Kreis 
einzufchreiben,, ift eine Forderung, welche die Kräfte der Elemen- 
targeometrie Aberfteigt. Diefes läfst fich nicht durch grade Linie 
und Kreis allein, fondern nur durch Hülfe der Kegelfchnitte oder 
andrer Curven wiflenfchaftlich bewerktftelligen, und zwar ausähn- 
lichen Gründen’, aus denen wir die Unmöglichkeit auf diefem 
Wege einen Bogen oder Winkel in drey gleiche Theile {zu thei- 
len deducirt haben 5. Mechanifche Verfahren und Infirumente 
diefes zu bewerkftelligen, laffen fich indes mehrere erdenken. 


Noch einige andre Wege, diefes Problem aufzulöfen , finder 


man in den Bemerkungen zu diefem Werke. 


“Il. 30, 
a 


e 2 


Zufatz V, «) {flin einem Dreyeck ABC, aus der Fig. 59 


Spitze nach irgend einem PunkteG in der Grund! inie, 
die grade Linie AG gezogen, und man nimmt in einem der 
Schenkel, ze B. in AB, einen Punkt E fo, dafs fich verhäle 
BE: AE = BG x CG : AG2, und zieht GE; fo if allemal 
der Winkel AGE , gleich dem Winkel ACG des gegebnen 
Dreyecks. Denn zieht man durch B eine Parallellinie 
mit EG, welche die verlängerte Linie AG im GE D 
F durchichneidet, fo theilen die beyden Parallellinien 


7: 
73. La 


374 nucu Lt, 


EG, BF, die Schenkel des Winkels. A proportional, *, 
Lo dafs fich verhäitBE: AE=FG: AG=FG x AG: Ae 
Die Verhältniffe der Rechtecke, BG x CG: AG? und 


- FG x AG: AG? find alfo demfelben Verhàltnifs, BE: AE, 


d KEE 


mithin untereinander gleich, daher auch die Rechtecke 
PBG x CG und FG x AG gleich feyn müffen *. Da übcr- 
dem BC und AF grade Linien find, die fich im Punkte 
G Schneiden, fo liegen die vier Punkte A, B, F, Gin 


SI 4.) einer Kreislinie *, und dain diefer die Winkel Fund 
*1123Zı C über derfelben Sehne AB ftehn, {o find fie gleich #, 


"Las ar, 


alfo L E = AGE * =C. 


P) If Ag nach einem Punkt in der verlängerten 
Grundlinie gezogen, und man nimmt auf der Verlängea 
rung des-Schenkeis AB einem Punkt e fo, dafs fich verhält 
Be: Ae =Bg x Cg: Ae, und zieht ge, fo ift, je nachdem 
e auf der Verlängerung über A oder über B hinaus liegt, 


..der Winkel Age dem Winkel ACg, oder deffen Nebenwinkel 


"11, as, 


ACB gleich, Denn vermöge derfelben Gründe find, 
wenn man die vorige Conftruction wiederholt , die 
Rechtecke Bg Ce und Ag x fg gleich, mithin A, B 

C, f Punkte in einer Kreislinie, nur dafs die Winkel 
ACB und f= Age im eıften Fall, einander, gegenüber, 


‘im zweyten hingegen auf derfelben Sehne AB ftehn, 


und daher fim eren Fall dem Nebenwinkel von 
ACB *, d. h. ACg, im zweyten aber dem Winkel ACB 
felbft oleich it.. ` Diefe Lage des Punktes e richtet 
fich aber danach, ob das Rechtetk Bg x Ce größer oder 
kleiner als Ag2 if, Im erten Fall mufs der Punkt e in 
der Verlängerung über A, im zweyten in, der Veılän- 


gerung über B hinaus liegen. 
Se? He 
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„Durch die umgekehrte Schlufsfolge erhellt auch 
der umgekehrte Satz, dafs falls man GE oder ge fo ziehts 
dafs der Winkel AGE = ACG oder / Age im, eren Fal! 
= ACg, im izweyten = ACB ift, fich allemal verhält 
BE: AE = BG x CG: AG2 oder Be: Ae= Bg x Cr: Ag2. 


Diele Ausfagen, eigentlich Zufätze zu Lehrfatz 20, find in 
Simfons Wiederherftellung von Apollonins ebnen Ocren, de 
zweyten Buchs drittes Lemma. 


[Leursarz 23] 


Wenn zwey Sehnen. fich unter rechten Winkeln Fig. 60. 
durchfchneiden, fo find fiets die Quadrate aus den 
vier Abfehnitten zufaınmengenomsmen dem Quadrat 
des Durchmefjers gleich. 


Durchfchneiden fich beyde Sehnen im Mittelpunkte, 
Zo find fie Durchmefler, mithin die vier Abfchnitte 
Halbmefler. Durchfchneiden fie fich rechtwinklig in 
einem Punkte des Umfangs, fo bilden fie ceinen Winkel A 
der auf einem Halbkreife fteht*, und folglich mit dem “l.nzfe 
Durchmeffer als Hypotenufe ein rechtwinkliges Drey- 
eck $, In diefen beyden Fällen liegt die Wahrheit 
des Satzes aus Lehrfatz 4, Zufatz 3. und durch den Py- 
thagoreifchen Lehrfatz * am Tage, 


V Durchfchneiden fich hingegen die beyden Sehnen 
AB, DE rechtwinklig in einem Punkte F, der entweder 
innerhalb oder aufserhalb des Kreifes liegt, fo verbinde‘ 
man ihre Endpunkte durch grade Linien AP, DB, und 
ziehe dorch einen derfelben einen Durchmefler DCG. : 


11,23. 
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Im erfien Fall, wenn F im Kreife liegt, hat der 
Winkel DFB zu feinem Maafse die ‚halbe Summe der 
Bogen DB, AE*, welche feine Schenkel umfpannen, 
Da er nun als ein rechter Winkel den vierten Theil der 
Kreislinie zu feinem Maafse hat, fo müffen die Bogen 
DB + AE dem Halbkreife, folglich dem Bogen DB + 
BG gleich feyn, Mithin find die Bogen AE und BG, 
alfo auch ihre Sehnen, untereinander gleich, Ueber- 
dem ift, wenn man BG zieht, DBG ein Dreyeck im 
Halbkreife , folglich rechtwinklig. Es ift alfo vermö- 
ge des Pythagoreifchen Lehrfatzes in den drey recht- 


- “winkligen Dreyecken AFE, DFB, DBG, erftens BG2 


“id. ze, 


= AE2= AF2-+FE2, zweytens DB2 = DF? + FB2 und 
drittens DG2 = BG2 + DB2, folglich DG? = AF2- FE2 
et DEZ FB2. (Greg. HI. 77)“ 


Im zweyten Fall, wenn F aufserhalb des Kreifes 
liegt, hat der Rechte Winkel’ E zu feinem Maafse den 
halben Unterfchied der beyden Bogen BMD — AE, die 
feine Schenkel umfpannen *, daher der Unterfchied 
diefer Bogen dem Halbkreife BMD—BG, mithin AE 
== BG fevn mois, Alles übrige it wie im vorigen Fall, 
Auch hier haben wir wieder drey rechtwinklige Drey- 
ecke AFE, BFD, GBD, und aus der Anwendung des 
Pythagoreifchen Lehrfarzes auf fie, folgt eben fo wie 
vorhin, 

DG? = AF? 4-BF2 4- DF?2-H EF2; 
fo dafs: alfo in allen Fällen: die Quadrate der abge- 
fehnittnen, Stücke zufammengenommen dem Quadrat 
des Durchmeflers gleich: find, 
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Zufatz I. Zieht man, falls beyde Sehnen fick im 
Kreife rechtwinklig durchjchneiden, noch AD und. EB, fò 
find in dem Viereck ABED die Quadrate von je zwey der ge- 
genüberflehenden Seiten zufanmmengenommen untereinander, 
und; mit dem Quadrat der Durchmellers von gleicher Gröfse, 
AD?-+ EB2 — AE--1 Dbz2 = DG2, indem fie vermöge 
des Pythagoreifchen Lehrfatzes den Quadraten aus den 
vier Abfchnitten der Sehnen, die fich in F rechtwinklig 
durchfchneiden, gleich find. Der Inhalt des Vierecks 
AEBD ifl gleich 4 AB x DE*, oder wie wir im fol- + 
gendenBuche fehn werden, vermöge des Ptolemäifchen 
Lehrfatzes gleich ZADx EB 3AE x BD. (Greg. 
III. 75. 76.)( — Liegt der Darchfchnittspunkt F aufser- 
halb des Kreifes, fo durchfchneiden fich zwar die Linien 
AD, BE, und bilden mit AE, BD kein Viereck, aber 
dem ungeachtet gilt auch von ihren Quadraten diefer 
Zufatz. 


Kl 


Zufatz II. Eine Sehne FG, welche mehrere paral- Fig, 6L 
lele Sehnen DE rechtwinklig in den Punkten H, und den mit 
ihnen parallelen Durchmeffer AB im Punkte K durchfchnei- 
det , theilt jede derfelben fo ein, dafs DH x HE -+ Hk2 
fiets von einerley Gröfse, und zwar dem Rechteck AK x KB 
gleich ift. Denn da der Durchmefler AB die Sehne FG, 
die auf ihn fenkrecht fieht, im Punkte K halbirt *, x ır, 9. 
und diefe von jeder der parallelen Sehnen in einem 
Punkte H ungleich getheilt wird; fo ift tets GHxXHE _ 
= KF2— KH2*, und zugleich GH x HF-= DH x HES, ne, 
fo wie KF? = AK x KB*, folglich DH x HE = AR x * 22, i. 
KB — EHS und DH x HE+ KH? = AK x KB. (Greg. 5) 
UL 291, 


Fig. 62. 


Y]I, 27. 
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Wenn man anf dem Durchmefèr AB eines Krei- 
fes, oder auf deffen Verlängerung, in einem willkührli- 
chen Punkte D oder dein Perpendikel errichtet, und 
zieht von dem einen Endpankte des Durchmeffers z.B. 
von Aaus, grade Linien, welche die Kreislinie in 
Punkten F, das Perpendikel in Punkten G oder g durch- 
fehneiden ,. fo find die Rechtecke aus je zwey Abfchnit- 
ten AF und AG gleich dem Rechtecke aus dem Durch- 
oner AB und dem Abjöhnitt AD deffeiben, der am 
Punkte A amiegt , und jene Rechtecke find insze- 
Jouuut untereinander gleich. 


Man ziehe FB, fo ift der Winkel AFB ein Win- 
kelim Halbkreife, mithin ein rechter, und fo auch 
fein Nebenwinkel Bros, Ueberdem find die Winkel 
bey D und d, der Vorausfetzung gemäls rechte. 


Für Perpendikel welche auf dem Durchmeffer felbjf, 
oder. auf dellen ‚Verlängerung über B hinaus aufftehn , 
iind daher die beyden Winkel D und F oder d und F, 
zufammengenommen zwey rechten gleich, daher fich 
um das Viereck BDGF-oder BdgF ein Kreis befchreiben 
käfst 3. worın FG, BD oder gF, dB Sehnen find, die 
Geh verlängert im Punkte A. durchfchneiden, daher 
tetsi®AEXAG=ABXAD, fo wie AF x Ae — AB x 


"Ad ST. 


Für Perpendikel, welche auf der Verlängerung. des 


‚Durchmoffers über A hinaus errichtet find, ftehn die 


Schenkel der rechten Winkel bey E und d über der- 
felben Grundlinie De, daher auch in diefem Fall B, 
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Pr’. So" Punkte in einer Kreislinie *, und Ee, Déi 11.36; 
Sehnen fnd , die fich Jetzt aber innerhalb des Kreifes 

im Punkte A durchfchneiden,, fo dafs auch für diefen 

Fall fetsAF'xAg’= ABxAd if. 


Für em Perpendikel, weiches im Endpunkte des 
Durchmeflers B auffteht, und daher zugleich eine Tan- 
geste des Kreifesift, it Ay x yF = yB2*, überdem A72* 22.2, 
= yP? + AB? folglich auch, wenn man Gleiches von 
Gleichem abzieht, Ay x AF = AB2 SE BE, 


Wo alfo auch auf dem Durchmeffer oder auf def- 
fen Verlängerung, das Perpendikel aufftehe, und wie 
man auch aus dem Dunkte A grade Linien nach dem 
Kreife und dem Perpendikel gezogen haben möge, im- 
mer ił das Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer 
folchen Einie AF, oder Ag, oder Ee, dem Rechteck 
AB'x AD, oder AB x Ad ete. gleich , daher auch Aen 
demjelben Kreife und für dajjelbe Perpendikel (für die r 
AB und AD von gegebner und unveränderlicher Grp. 
fse find) jene Rechtecke AP x AG etc, insgefammt. unter 
einander gleich feyn mülfen. 


Folgerung t Steht das Perpendikel auf dem 
Darchmeffer felbß auf, fo durchfchneidet es die Kreis- 
linie An gend einem Punkte E, und dann it AE? = 
AB x AD*.. Mithin ¿f in diefem Fall jedes der Recht- Ga St 
ecke AF x AG = AE2, and folglich die Sehne AE die mitt- 
lere'Proportionallinie zwifchen je zwey Abfehnitten AF und 
AG; welches eine artige Verallgemeinerung der Aus- 
fage in Lehrfatz 22 Zufatz Til. Wenn man folglich 
darch den einen Endpunkt irgend einer Schne AE tines 


380 even I 


Durchmeßer , und durch den andern ein Perpendikel auf 
diefem Durchmelfer zieht, fo ifl die Sehne AE die mittlere 
Proportionallinie zwifchen jeder andern Sehne, die durch 
den Punkt A geht, und dem an A anliegenden Stück der- 
felben, das durch den Perpendikel abgefchnitten wird. 
(Hugenii Horol. Ofcillat. p 49. Edit. 1673-) 


Fig. 63. œ). Befchreibt man mit AE um A einen Kreis, 
welcher die Linien AF in Punkten H durchfchneidet; 
fo find folglich auf ihnen allen von A aus_drey ftetig 
proportionale Stücke AG, AH, AF abgefchnitten, da 
AE? = AH? = AG Y AF ift. (Greg. III. 39.) 


Fig, 62, E) Zieht man FE, fo entfteht ein Dreyeck FEG, 
aus deflen Spitze nach der verlängerten Grundlinie, 
eine grade Linie EA fo gezogen ift, dafs EA? = GA 
‚x FA ift. Folglich verhält dich ftets GE2:FE?2 = GA 

220.25: FA * 


Folgerung 2. Verlängert man ene Sehne AF, 
bis fie in y die Tangente durchfchneidet, welche den 
Kreis im entgegengefetzten Endpunkte des Durch- 
meflers durch A berührt; fo ift allemal der Durchmel]er 
die mittlere Proportionallinie zwifchen der Sehne AF und 
der verlängerten Sehne Ag, weil nach unferm Beweife 
AF x Ay = AB? ID. Fällt man von F auf delen 
Durchmefler das Perpendikel Fò, fo ift überdem AF2? = 

232,21. AB X AAT, und es verhält fich daher Ad: AF = AF : AB 
= AB: Ay, oder AFund AB find zwey mittlere Proportio- 
valita zwijcben AÒ und Ay; ein Satz worauf fich me- 


chuniiche Vorrichtungen gründen lafen, um zů zwey 
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gegebnen Linien zwey mittlere Proportionallinien zu 
finden *. (Greg, UL 17.) *22.24a 


Folgerung 3. Wenn man durch einen gegebnen 
Punkt A willkührlich grade Linien zieht, und auf diefen 
zwey Punkte F und G fo nimmt, dafs ein Rechteck aus den 
Abjehnitten AF, AG fiets einerley Flichenraum, z, B, dem 
gegebnen Raume S gleich ift; fo mufs 1) falls der geg, 
metrifche Ort des einen diefer Punkte G eine grade 
Linie EE von gegebner Lage ift, der geomesrifche Ort 
des zweyten Punktes F eine Kreislinie vun gegebner 
Gröfse und Lage feyn: und 2) falls umgekehrt der Ort des 
Punkts Feine gegebne Kreislinze if, die durch den 
gegebnen Punkt A geht, der geomerrifehe Ort des 
zweyten Punktes G eine grade Linie von gegebner Lage 
feyn. ‘Man fälle nemlich zz Fall von A auf die ge-. 
gebne Linie EE ein Perpendikel AD, verwandle den 
gegebnen Raum S in ein Rechteck über AD, und neh- 
me auf AD oder deffen Verlängerung, AB gleich der 
Höhe diefes Rechtecks, fo dafs AD x AB = S wird, 
und befchreibe dann um AB als Durchmefler eine Kreis- 
linie, fo, behaupte ich, ift diefe der geometrifche Ort 
der Endpunkte F, Denn erftens wird diefe Kreislinie 
von jeder Linie die durch den Punkt A geht, die ein- 
zige Tangente, AK ausgenommen, in A und einem 
zweyten PunkteF durchfchnitten*;. die Tangente aber et s2, 
Debt auf, dem Durchmefler AB fenkrecht*, läuft folge dë 
lich mit. der gegebnen Linie EE’ parallell *, und jede% AEN 
andre Linie durch A durchfchneidet nothwendig auch 
ER’ in irgend einem Punkte G, weil fonft durch einen 
Punkt A mit einer gegebnen Linie EE: verfchiedne‘ 
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"124.22 Parallellinien möglich wären *. Zweytens ift für jede 


d 


Ch.24fı 
Anm. 
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durchfchneidende Linie nach unferm Lehtfatz AF x AG 
= AD x. AB = S weshalb alle Punkte E der fo be- 
fchriebnen Kreislinie die verlangte Eigenfchaft haben, 
aber kein Punkt aufserhalb derfelben, — Verwandelt 
man umgekehrt zz Fall 2 denigegebnen Raum$ in ein 
Rechteck über dem Durchmefler AB, nimmt AD ‘der 
Höhe dieles Rechtecks gleich, und errichtet durch D 
auf AB ein Perpendikel EE: fo ilt diefes der Ort der 
Punkte G, grade aus denfelben Gründen. In diefen 
Fall darf man jedoch die Beftimmuag nicht überfehn, 
dafs der gegebne Punkt A in der gegebnen. Kreislinie liegen 
fell. Denn ift diefes nicht derFall, und liegt. er inner- 
halb des Kreifes, fo werden wir in der Folge fehn, dafs 
der Ort der Punkte Gkeine grade Linie, fondern gleiche 
falls eine Kıeislinie (05. 


Dieter intereflante Satz wird in Apollonius ebnen Oertern 
J. gund 9 Fall r. folgendermafsen ausgedrückt: „Wenn aus 
einem gegebnen Punkte A, auf einer graden Linie zwey Stücke 
AT, AG abgefchnitten werden,‘ welche ein gegebnes Rechteck 
enthalten, und der Endpunkt des einen Stücks G eme der Lage 
nach gegebne grade Linie EE: berührt, fo berührt der Endpunke 
F des andern Stücks einen der Lage nach gegebnen Umkreis”; 
ein Ausdruck der keine Nacachmung verdient, Die Analyfıs bey 
Simfon in Fall ı läuft darauf hinaus, dafs wenn G ein Punkt in 
der gegebnen Linie EE’ ift, und es (oll AFx AG— S — AD 
xX AB feyn, F, G, D, B Punkte in einer Kreislinie*, folglich 
wenn man EB ziehr, die Winkel bey F undD gleich, und daD 
ein rechter ilt, auch be E Ges rechte Winkel feyo mülfen. Te 
der folcher Winkel Geht aber auf der gegebnen Linie AB; folg- 


lich ift der Ort der Punlite E eine Kreislinie über AB als Durch- 
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meffer betchtieben . Die Analyfis in Fall 2 liegt am Tage. — "ll. 267 
2 


Mehrere analoge: Sätze, finder man im nächiten Buche, La 


Zufatz L ei Nimmt man dagegen anf Zrder Fit 64 
Sehne AF, die aus einem gegebnen Punkte A im Umfan« 
ge eines gegebnen Kreifes gezogen wird, einen Punkt G fo, 
dafs das Rechteck aus den beyden Abfchnitten einem gegeb- 
nen unveränderlichen Raum gleich if, AG x GF = S; fa 
it der.geometrifche Ort der Punkte G, eine 
Kreislinie, welche mit der gegebnen concentrifeh if: 
Denn ift G ein Punkt von der bedungenen Befchaffen- 
heit, und man zieht durch ihn einen Durchmeffer HI, 
fo ift erftens AG x GF = HG x Gl *, und zweytens, "22.1 
weil der Durchmefler in © gleich und in G ungleich 
getheiit ift, HG x GI = CI® — CG2 *, Mithin muf ‘ifte 
AG x GF = S = C12 — CG? oder CG? = CR — S feyn: 
Nun aber ift der Kreis, alfo auch das Quadrat über dei, 
fen Halbmeffer, CIS. mithin auch CG gegeben und un- 
veränderlich, und daher der Ort der Punkte G eine 
Kreislinie, die mit der Seite eines Quadrats = C1? — S 
als Halbmejfer, um den MittelpunktG befchrieben wird. 
Der Ort iff unmöglich, wenn S< CI2ift; da in der That 
jedes Rechteck aus den beyden Abichntten einer Seh- 
ne kleiner ale das Quadrat des ‚Halbmeflers feyn 


* 
mufs *, 12.1. 


6). Nimmt man auf den Verlängerungen der 
Sehnen AB, welche aus dem Punkte A in einer gegebuen 
Kreislinie gezogen find, Punkte g fo, dafs die Rechtecke 
Ag x gE = S find, und zieht von g durch den Mittel, 
punkt gH'; fo it eıftens Ag x gE = Hgxgl*= 2% 22. Se 
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infa zweytens H’g X gl = Cg2— CI’? *, folglich Cg? = 


* 12, 


S -+ C12, alfo' wiederum der Ort der Punkte g eine mit 
der gegeben concentrifehe Kreislinie, deren Halbmeffer 
in diefem Fall die Seite eines Quadrats S+ CIS ift, und 
die alfo den gegebnen Kreis einfchliefst, 


Diefe brauchbaren Oerter , werden bey Apollonius nicht 
ausdrücklich aufgeführt, Man fieht leicht, dafs der letztere Ort 
auch für den Fall gilt, wenn g auf der Verlängerung der Schne 
über A hinaus liegt, und Ag X g'F = S it. 


Zufatz IL, a Da für jedes Perpendikel auf dem 
Durchmeiler AB oder auf deflen Verlängerung, erftens 
nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AG? = AD? + 
GD?*, oder AG x AG = AD x AD + GD? und zwey- 
tens nach unferm jetzigen Lehrfatze AG x AF = AD x 
AB ift; fo mufs, wenn man Gleiches von Gleichem 
abzieht, auch, falls G im Kreife liegt, alfo AF > AG it, 
AG x GF=AD x DB x GD2feyn, falls hingegen g aufser- 
halb des Kreifes liegt, alfo AF < Ae ift, Ag x gF = ga? + Ad 
x dB,wo das obere Zeichen gilt, wenn d aufserhalb des 
Kreifes liegt, das untere, wenn d noch im Kreife fallt, 
indem in diefem letztern Fall Ad2 um das Rechteck Ad 
% dB kleiner als Ad x, AB, folglich diefes Rechteck 
noch von gd? abzuziehn ift, 


G) Auf eine ähnliche Art it im rechtwinkligen 
Dreyeck AFB, AF? = AB? — FB2 oder AF x AF'== AB 
x AB— EES folglich AFx FG = AB x BD — EES, und 
AF x Fg = FB2 + AB x db, wo wieder das obere oder 

nire 
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sntre Zeichen gilt, je nachdem d aufserbalb oder inner- 
balb des Kreites liegt. 


y) Zieht man daher von irgend einem Punkte g aua 
fserhalb des Kreifes cin Perpendikel gd nach einem be, 
liebigen Durchmefler AB oder nach deflen Verlänge- 
sung, und zugleich irgend eine den Kreis in H und I 
durchfehneidende Linie; fo ME immer, fall das Per- 
pendikel ed auf dem Durhmefler felbft aufficht, alfo.d 
im Kreife liegt, gd? — Adx dB = Ag xi gF = Hgx 
gb*, falls hingegen das Perpendikel gd auf der Verlän- 
gerung des Durchmeflers *auffteht , gd? 4- Ad x dB 
= Ag X gF = Hg x gi. (Greg. I1..87.) — IRG ein 
Punkt im Kreife, fo itt AD,x.DR— GD2 = AG x GF = 
Heel, (Apollonius ebne Oerter LL go Zul.) 


LEHRSATZ 25.) 


Wenn man durch einen beliebigen Punkt. M einer Fig. 6a, 
Schne AH, oder durch irgend einen Punkt m in de. 
ren Verlängerung, eine grade Linie MD oder md pa- 
rallel mit der Tangente AK, welche durch den einen 
Endpunkt A diefer Sehne geht, zieht, fo werden auf 
-jeder andern graden Linie, welche durch den Punkt 
A geht, und daher den Kreis in einem. zweyten Punk- 
te F, die Linie MD oder md hingegen in Punkten | 
G oder g durchjchneidet *, zıwey Sticke AF und AG sutz, 
oder Ag fo abgejchnitten, dafs die Rechtecke AFX AG 
insgefammt dem Rechteck AH X AM,und daher auch 
untereinander gleich find. 


Bb 
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Denn ift AB der Durchmeffer, der durch den End- 
punkt A der gegebnen Schne AH geht, fo fteht die 
Tangente AR, und alfo such jede der Linien MD und 
md, welche mit ihr parallel laufen, auf dem Durchmef- 

*IL 12.fer AB, oder defen Verlängerung fenkrecht *. - Die 
"graden Linien, welche durch den ‘Punkt A gezogen 
-werden, durchfchneiden folglich ein folches: Perpene 

dikel MD, wo es auch auf dem Durchmeffer, oder 
defen Verlängerung auffieht, und durch welchen Punkt 
der Sehne A oder deren Verlängerung es folglich geht, 
"ftets fo, dafs die Rechteck AF x AG insgelammt unter- 
einander, alfo auch insgefammt dem Rechteck AH x 

24 AM gleich find*, fo wie die Rechtecke AF x Ag alle 
untereinander und mit dem Rechteck AH x Am gleiche 
Gröfse haben. 


Diefe Verallgemeinerung des vorigen Lehrfatzes, läfst fich 
auch leicht durch eine ähnliche Schlutsfolge, wie jener, oder 
‘aus der Lehre von der Achnlichkeit der Dreyecke beweifen,, Da 
der Winkel, den eine Tangente mit einer Schne macht, die 
durch den Berührungspunkt geht, den Winkeln in den entgegen- 
geferzt liegenden Kreisabfehnitten , z, B. KAın‘ den Winkeln im 
Abfchnitt AEH, und KAH den Winkeln im Abfehnitt ABH, gleich 
it; fo läfst fich die Lage der Linien MD auch dadurch beftims 
men, dals fie die Sehne unter Winkeln durchfchneiden, welche 
den Winkeln in den entgegengefetzt liegenden Kreisabfchnitten 
gleich find, und fo drückt Greg. a St. Vinc, UL 73 .diefen Satz 
aus. 


Föolgerung. 1. Werden von einem gegeönen Punk- 
te A aus, willkührlich grade Linien gezogen, und auf jeder 
derfelben von diejem Punkte an zwey Abjchnitte AF und 
AG, fo genommen, dafs, (wenn man von den Punkten G mit ei- 
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ner gegehnen Linie O Parallellinien zieht, und diefe eine 
der Gröfse und Lage nach gegebne grade Linie AH entweder 
Jl, oder deren Verlängerung über H hinaus, in Punkten 
M durchfehneiden,) immer das Rechteck AFx AG = AH x 
AM ijt; fo if der geometrifche Ort der Punkte 
F, eine der Lage und Gröfse nach gegebne Kreislinie, 

Denn zieht man durch tden gegebnen Punkt A, 
parallel mit der gegebnen LinieQ, dieLinie Kk, und 
befichreibt zu dieter Linie als Tangente und über AH 
als Sehne einen Kreis; fo hat, unferm Lehrfatz zu Folge, 
diefe Kreislinie die Eigenfchaft, dafs wenn man aus 
A irgend eine Sehne AF, und aus irgend einem Punk- 
te G auf ihr, oder auf ihrer Verlängerung , parallel 
mit der Tangente die Linie GM zieht, AF x AG = 
AH x AM iít. Folglich thut jeder Punkt F diefer Kreis- 
linie unfrer Bedingung genüge. Hingegen kein Punkt 
P, der nicht in ihr, und doch mit ihr zu einerley Seite 
der Tangente Kk liegt, weil font iowohl AG x AP 
als auch AG x AF gleich AM x AH , und doch AP 
gröfser oder kleiner als AF feyn mülste, welches un- 
möglich ift. 

Verlängert man AH über A hinaus, auf die entgegen. 
sefetzte,Seite der Tangente Kk, nimmt AH’ gleich AH, 
und auch hier auf die durch A gezognen Linien zwey 
Abfchnitte AF, AG fo, dafs Parailellinien GM mit der 
Tangente Kk gezogen, auf AH’ Linien AM’ fo abfchnei. 
den, dafs AF x AG =aH’ x AM’ ift; fo muis der Ort 
der Punkte F ebenfalls eine über AH’ als Sehne zu Kk 
als Tangente beichriebne Kreislinie feyn; welche folg- 
lich mit der erítern gleich ift, fich mit ei im Punkte 

Bb 2 
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A berührt, und deren Mittelpunkt mit dem der erftern 
zu entgegengefetzten Seiten der Linie HH’ liegt, 


Deshalb if es einerley ob die Abfchnitte AF und 
AG auf einerley , oder zu verfchiedner Seite des Punktes A 
genommen werden. "Immer find zwey gleiche im 
Punkte A fich berührende Kreislinien, von der erwähn. 
ten Befchaffenheit, der Ort Punkte F. Auf diefelbe 
Art gilt der Ort in Lehrfatz 24 Folg. 3 auch für den 
Fall, wenn AF und AG Abfchnitte einer graden Linie 
find, die zu entgegengefetzten Seiten des Punktes A liegen. 


Uebrigens bleibt der Ort der Punkte G unter unfrer gegen- 
wärtigen Vorausferzung gänzlich unbeffimmt, da G jeden Punkt 
in jeder Sehne AF bedeutet. Kömınt aber eine zweyte Bedin- 
gung hinzu, fo wird dadurch auch der Ort der Punkte G be- 
{fimmt. Noch einen andern Beweis für die Ausfage in diefer 
Folgerung findet man in Zufatz. I. 


Folgerung. 2. Durchfchneidet die Linie MD 
die Kreislinie in irgend einem Punkte E, und man 
zieht AE, fo fallen die Punkte FundG beyde inE zu- 
fammen, und es it AE? = AM x AH. — . Zieht man 
durch H eine Parallellinie mit der Tangente AK, fo 
falien die Punkte M undH zufammen, und es ift AF 
xAy=AH2 Man findet alfo zu zwey gegebnen Sehnen 
AH, AE, oder AF, AH, die von demfelben Punkte A aus 
gezogen find , die dritte Proportionallinie AM oder Aur, 
wenn man durch den zweyten Endpunkt der Sehne, wel- 
che die mittlere Proportionallinie feyn foll, eine Paral- 
lellinie mit der Tangente durch den Punkt A zieht. 


Folgerung 3. Zieht man von den beyden End- 
punkten einer Sehne AH nach irgend einem Punkte im 
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Kreife grade Linien AE, HE, und parallel mit den ` 
Tangenten durch die Endpunkte der Sehne die Linien 
EM, EN, foiftalfo AE2= AH x AM und HE? = AH x 
HN. Daraus folgt 

ei dafs fich verhält AE2: HE2 = AM : HN und, 
wenn man diefe gleichen Verhältnife beyde mit dem ev 6, 
Verhältnifs AE : HE zufammenfetzt *, AE3 : HE3 = 
AM x AE: HN x HE. Diefe Rechtecke ftehn alfo im 
dreyfachen Verhältniffe der Sehnen AE, HE; eine 
Ausfage, denen inLehrfatz 22, Zufatz 1 analog. (Greg. 
UL 93.) 

£) Da im Dreyeck HEM aus der Spitze E nach 
der verlängerten Grundlinie eine grade Linie EA geht, 
deren Quadrat gleich ift dem Rechteck aus den Ab- 
fehnitten HA, MA auf der verlängerten Grundlinie, 
AE2=HAxMA; fo müffen fich die Quadrate über 
den Schenkeln diefes Dreyecks,' wie die Abfchnitte 
verhalten, oder HE2: ME2 = HA :MA *, und aus den- "20,25. 
felben Gründen AE2: NE? = AH!: NH. Folglich ver- 
hält fich auch eren: HE? MES = HA x LN : MA 
x HN * Nun aber ift dem obigen zu Folge HR? = *. fır, 
HAXHN, alfo mufs auch ME2= MA x HN feyn *," Ve 6 
und aus ähnlichen Gründen NE2 = NH x AM, mithin 
ME? = NE2, Die beyden mit den Tangenten parallel ge- 
zognen Linien EM, EN find alfo Get: von gleicher Länge, 
und febneiden von der Sehne zwey Stücke AM, HN fo ab, 
dafs ME? = NE? = AM x HN AR, (ein Satz den Clai. 
vaut als zwölfjähriger Knabe gefunden haben foll; 
Krafft Inftit. geom. fubl. §. 105.) e 

y) Ift zweytens , zu Folge der erfien Proportion 
in 6, HE2 : ME? = HA : MA; fo verhält fich auch 


% 


Tä, 


E 


Fig. 66, 


* I7. 


Fig. 67. 
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HES ME? = HAŽ:HA x MA * oder, daFolgerung 2 
gemäfs HA x MA = AE? ift, HE?: ME” = HA2: AE?, 
Folglich find auch die Seiten deier Quadrate propor- 
tional HE: ME= HA: AE”, und mithin ItAE x HE 
=AHx EM. Folglich mafs ia jedem Dreyeck, welches 
einem Kreife eingejchrieben ift, wenn man von der Spitze 
nach der Grundlinie eine Parallellinie EM mit einer der Tana 
genten durch die Endpunkte der Grundlinie zieht, das Recht. 
eck aus den beyden Schenkeln AE, HE gleich feyn dem Rechte ' 
eck aus der Grundlinie AH in diefe Parallelinie EM. 
(Greg. HI. 70.) 


ò) Zieht man hingegen in einem Dreyeck n welches 
dem Kreife eingeföhrieben ift, aus der Spitze E, durch den 
Punkt O, der in der Mitte der Grundlinie AH liegt, eine 
Sehne EOF, fo ift AE? -++ EH? = 2 AO? 4 2 E02 *, oder, 
da A02 = AO x OH = EO x OF *, und EO x OF -H EO? 
= EO x EF if, flets AE2 + EH? = 2 EO x EF, 


Folgerung 4. Wenn eine grade Linie AH der Gröfse 
und Lage nach gegeben ifl, und grade Linien MN, welche 
auf AH oder auf deren Verlängerung über II hinaus in 
Punkten M aufflebn, und mit einer gegebnen Linie parallel 
laufen, werden jede von einer aus dem Punkte A gezognen 
graden Linie, fo in einem Punkte E durchfehnitten, dafs 
das Quadrat über AE, dem Rechteck aus den Linien AH und 
AM gleich AR, AE2 = AH x AM; foif der Ort der 
Durchfchnittspunkte E flets eine Kreislinie 
von gegebner Lage und Gröfse. Und zwar eine Kıeisli- 
nie, die man findet, wenn man mit der gegebnen Li- 
nie Q, durch den gegebnen Punkt A eine Parallellinie‘ 
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Kk zieht, und dann über der gegebnen Linie AH, als 
Sehne, einen Kreis befchreibt,-den Kk im Punkte A 
berührt *. Denn nach Folgerung z, hat jeder Punkt E in "Il. AR. 
diefer Kreislinie die Eigenfchaft, dafs wenn man AE, w, e 
und parallel mit der Tangente durch A, EM zieht, 
AE2=AHx AMift:und kein Punkt F, der nicht in der 
Kreislinie liegt, kann diefe Eigenfchaft haben, weil 

fonft entweder eine grade Linie den Kreis in drey 
Punkten E, F, E durchfchneiden, oder es eine Sehne 
geben müfste, die gröfser als der Durchmefler wäre, 


Nimmt man auch auf der Verlängerung der ge- 
sebnen Linie AH über A hinaus folche Parallellinien, 
fo wird für diefe der Ort der Durchfchnittspunkte E 
eine der vorigen‘ gleiche Kreislinie, welche jene im 
Punkte A fo berührt, dafs die Mittelpunkte und die 
gleichen Abfchnitte zu entgegengefetzten Seiten der 
verlängerten Linie, AH liegen. 


Apollonius ebne'Oerter II, 3. Fall ı. Simfons Analyfıs führt 

dort den Beweis diefes Orts noch auf andre Sätze zurück. Ge- 

ferzt nemlich E’ fey ein folcher Punkt, für welchen AE’2 — AH 

x AM’ ift, fo muis , wenn man durch die drey Punkte E’, Hr, 

Mi einen Kreis befchreibt, AE? diefen Kreis im Punkte E’berüh- 

ren *; folglich, wenn man E/H’ zieht, der Winkel Air LS ER 
dem Winkel AM’E’, gleich feyn *. Nun find für alle Parallel- va: GE 
linien M'E’, die äufsern Winkel AM/E? zu einerley Seite der Li- 

nie AH’, von gleicher gegebner Gröfse, nemlich gleich KAH 

oder KAH, mithin auch der Winkel AEH’ von gegebner, un- 
veränderlicher Gröfse, Teder der Durchfehnittspunkte E’ ift alfo 

die! Spitze eines Dreyecks AHH)! welches über der gegebnen, 
unveränderlichen Grundlinie AH’ fteht, und deffen Winkel an 


der Spitze EI, gleichfalls von gegebner ‚Größejift,, liegt mithin 
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im Begen, entweder des Kreisabfcehnitts über AH’, welcher den 
gegebnen Winkel KAH fast, oder des Kreisabfehnitts unter AH! 
der den Nebenwinkel kAH fafst, mithin in einem Kreife, den 
man finder, wenn man über AH als Sehne und zu Kk als Tan- 
gente, einen Kreis befchreibt. 


Fig. 68. Zufatz I. Bleibt alles, wie im vorigen Fall, nur 


mit dem Unterfchied , dafs die Linien aus dem Punkte 
A gezogen , die parallelen Linien MN fo in Punkten E durch- 
fehneiden, dafs entweder 1) das Onadrat über AE um einen gea 
gebnen Raum S gröfser oder kleiner als das Rechteck aus den 
Abfehnitteu AH, AM il, AE? = AH x AM + S; oder 
dafs 2) AE? = S — AH x AM if, fo ifi ebenfalls der 
geumetrifche Ort der Durchjchnittspunkte 
E, eine Kreislinie von gegebner Gröfse und Lage, 


1) Gefetzt es find ME und AE zweyLinien, von 
der Befchaffenheit, dafs AE? = AH x AM + Sift; fo mufs 
für den Fall des obern Zeichens AE2 gröfser, im Fall 
des untern kleiner als das Rechteck AH x AM feyn, und 
daher mufs es in jenem Fall auf AE felbft, in diefem 
auf der Verlängerung von AE über E hinaus, einen 
Punkt von der Befchaffenheit geben, dafs das Recht- 
eck AExXAD=AHxX AM ift; und zugleich mufs in 
beyden Fälln AE x ED =S feyn, Dann liegen aber er- 
Bez die vier Punkte E, D, H, M auf derfelben Kreis- 

zap, Et linie *, und zieht man DH, fo find die Winkel ADH 
und AME von gleicher Gsöfse, weil entweder die Ne- 
benwinkel von beyden, Winkel am Umfange find, die 
* 1, 23. auf demfelben Bogen ftehn *, oder weil der Neben- 
winkel von ADH dem Winkel AmE, in einem Vierecke, 
welches dem Kreife eingefchrieben ift, gegenüberfteht, 
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oder umgekehrt*, Nun ift der Vorausfetzung gemäls * Il. 27: 
ME der gegebnen Linie AK parallel, alfo der Winkel 

AME immer von einerley Gröfse; folglich auch ADH; 

und da’überdem AH von gegebner unveränderlicher 
Gröfse ift, fo ift der geometrifche Ort der Punkte D eine 
Kreislinie, welche über AH als Sehne, und zu AK als 
Tangente befchrieben wird, die mithin durch den 
Punkt A geht, und deren Halbmeffer CA feyn mag, 

Nun liegen zweoytens auf den Sehnen AD deier 
Kreislinie , die insgefammt aus dem gegebnen 
Punkte A ausgehn , die Punkte:E fo, dafs im Fall 

des obern Zeichens AE x ED =S, im Fall des unterz " 
AE x Ed = S if. Mithin mufs vermöge des Orts 

in Lehrfatz 24 Zulatz I, der geometrifche Ort der 
Punkte E, eine der vorigen concentrifche Kreislinie, und 

zwar ihr Halbmeffer GE die Seite eines Quadrats feyn, 
welches im Fall des obern Zeichens gleich CA? + Sr, *2421.8 
im Fall des #ntera CA2 —S ift *.— Nimmt man auch *24Z,1& 
auf der Verlängerung der gegebnen Linie AH über A 
hinaus Parallellinien ME, fo find zwey gleiche Kreife, 

die im Fall des ober” Zeichens fich duchlichneiden, im . 

Fall des unters aber um den doppelten Unterfchied der 
beyden Halbmefler von einander abftehn, und in de- 

nen AH verlängert zwar gleiche, aber entgegengefetzt 
liegende Abichnitte bildet, der Ort der Punkte Ex  "aukı, 


2) Soll AEE=S—-AHxX AM feyn, fo müffen die 
Parallellinien MN fo von den Linien AE durchfchnitten 
werden, dafs AE? + AH x AM = Sif, folglich AE? < S 
feyn. In diefem Fall mufs es alfo auf der Verlänge. 
rung jeder Linie AE, über A hinaus, einen Punkt 
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D’ geben, der fo liegt, dafs das Rechteck aus AE und 
ED’ dem gegebnen Raume S gleich, oder AE x ED 
= Sit, da denn AE24 AH x AM = AEXED), mit- 
hin, wenn man beyderfeits AE? fortnimmt, AH x AM 
= AE x AD' feyn mufs. Nimmt man daher auf der 
Verlängerung von AH über A hinaus, AH’ gleich AH, 
fo it auch AH x AM = AE x AD’, und da HM und 
D'E grade Linien find, die fich im Punkte A fchnei- 
den, fo liegen die vier Punkte H, D, E, M in einer 
Kıeislinie, und es it der Winkel ADH = AME *, 
mithin, von gegebner, unveränderlicher Gröfse: und da 
er über AH’ ftelit, fo muls der Ort der Punkte D. für Per- 
pendikte], welche auf AH und deren;Verlängerung über 
H hinaus genommen werden, eine Kreislinie feyn, die 
über AH’ als Sehne, und zu Kk als Tangente befchrie- 
ben wird. Und da überdem AExED’=Sitt, fo wird 
zugleich der Ort der Punkte E, eine mit jener concentrijche 
Kreishinie, deren Halbmeffer C'E die Seite eines Quadrats 
it, welches das Quadrat des erftern Halbmefless CA 
um den Raum Sübertrifft, oder CE? = C'A? 4-S. Die- 
fes wird auf diefelbe. Art wie in Lehrfatz 24. 2.1.2. be- 
wiefen. — Für aleParatlellinien machen wiederum 
swey gleiche, fich [ehneidende, um C' una C bejchriebne Kreise 
linien, den Ort der Punkte E aus. 


Apollonins ebne Oerter II. 3, Fall 2, wo jedoch diefer Ort 
etwas anders ausgedrückt wırd. Unmittelbar auf ihn laffen fich 
mehrere cbne Oerter, die zu den Zufammengefetzteften gehören, mit 
Leichtigkeit zurückführen, welches ich im Folgenden Zufärze 
(den der, wer Lehrfarz 20 überfchlagen har, gleichfalls übergehe) 
wenigfteus andeuten will, 
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Zufatz Il. a) Der Ort der Punkte E ift auch in Fig. 69. 
dem Fall eine gegebne Kreislinie, wenn der Anfang 
der parallelen Linien MN auf irgend einer andren, der Gröfse 
und Lage nach gegebnen Linie BL genommen wird, die 
nicht durch den Punkt A geht. Denn man mache AH 
gleich und parallel BL, und ziche durch B, parallel mit 
AK, die grade Linie BC; fo fehneidet jede.derLinien 
MN, welche mit AK parallel laufen, auf beyden Li- 
pien und deren Verlängerungen, von Bund C an glei- 
che Stücke ab, fo dafs BL<BM=AHx (AM LACH 
= AHXAM+AH x AC, wird, wo das Rechteck 
AH x AC ein gegebner Flächenraum P ift. Ift daher 
AE? = BLxBM#S; fo wird auch AE? = AH x AM 
+ S&P, mithin dem vorigen Zufatz gemäfs, der Ort des 
Punktes E eine gegebne Krerslinie feyn, (Apollonius 


ul. 3. Fall 3.) 


B) Der Ort der Punkte E ift ferner auch dann eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse, wenn die Li- 
nien AE die Parallellinien jo durchfchneiden, dafs eine Fi- 
gur gegebner Gattung über AEbefchrieben, AE? x zwé? Sr, Sr fr. 
weder gleich ift dem Rechtecke aus irgend einer Hi, Bi und 
dem Stück BM derfelbex, weiches die Parallellinien anf 
ihr oder ihrer Verlängerung abjchneiden, BIxBM: oder 
gleich diefem Rechtecke vermehrt oder vermindert um einen 
gegebnen Raum, BI xıBM& A: oder endlich einem gegeb- 
nen Raum weniger diefem Rechteck, S— BI x BM. Denn 
da die Figur über AE der Gattung nach gegeben ift, 
fo ift ihr Verhältnifs zum Quadrat über AE, m:q, ge- 
geben, Man nehme auf der gegebnen Linie BH oder 
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deren Verlängerung, einen Abfchnitt fo, dafs fich ver 
m, 
0 
Setzt man diefen Werth Datt BI, und dividirt dann bey- 


hält BI: BL = m : q, fo it BL gegeben, und BI = BL x 


derfeits durch ei fo verwandeln fich iunfere Voraus- 
q 


fetzungn in folgende: AE? = BL x BM; oder AE? = 
BLxBM rg: oder AE? = S!— BL x BM, Und für 
alle drey ift nach «) der Ort der Punkte E ein Kreis 
von gegebner Lage und Gröfse. (Camerers Bemerkun- 
gen zu Apollonius ebnen Oertern.) 


~y) Endlich ift der Ort der Punkte E auch unter der 
Vorausfetzung eine Kreislinze von gegebner Lage und 
Gröfse, dafs, wenn zwey Punkte A, C und die graden Li- 
nien Q und BH der Lage, und die letztere auch der Gröfse 
nach, in einer Ebne, gegeben find; grade Linien von den Punk- 
ten A und C aus gezogen, fich in den Punkten E fo dch, 
fehneiden, dafs eine mit Q durch E parallel gezogne Li- 
nie,auf BH , oder deren Verlängerung, ein Stück BM jo aba 
Schneide, dafs die Summe oder der Unter (bied zweyer Fi- 
guren gegebner Gattung über AE und CE befchrieben, dern 
Rechteck aus den. Abfchnitten BH und BM gleich ift, 


AEX js + CE a Z -BH x BM. Denn da die Fi- 
d 


guren über AE und CE der Gattung nach gegeben find, 
{o iftdafs Verhältnifsm:n:q gegeben. Man nehme im 
Fall der$Summe auf AC, im Fall des Unterfchieds auf 
deren Verlängerung zwey Abjfchnitte CG, AG, und 
überdem eine LinieGe fo, dafs Dch verhält m : n; q = 


` # 
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CG:AG:Ge, Dam AE + CH» Zap k CE 
q 


q Ge 
ck CE? x 2 undi diefe Summe ift nach Lehrfatz 20 
e 


dE AC 
Form, y gleich = x (AGx CG + EG), alfo auch 
Fe 


diefer Raum der Bedingung unferer! Ausfage gemäfs, 
‚gleich BH xBM. Nun find die Punkte A, C und G, 
„mithin auch AC und das Rechteck AG x CG = R ge- 
‚geben, überdem die Linie Ge, alfo auch der Raum 
e a ing, id E BH DM —S 
> Ge Ge 

im Fall der Summe, oder = S — BH x BM im Fall des 
Unterfchieds. Folglich find dann vom gegebnen 
Punkte G aus, die Linien GE fo gezogen, dafs eine 
Figur gegebner Gattungüber GE befchrieben, gleich 
it dem Rechteck BH x BM vermindert um den gegeb- 
nen Raum S, oder umgekehrt, und daher vermöge B, 
der Ortder Punkte E ege Kreislinie von gegebner Lage 
und Gröfse, (Apollonius II. 6. wo jedoch der Fall des 
" Unterfchieds überfehn ift, und deier Ort mm allen fei- 
nen Fällen 10 Seiten einnimmt. Auch ift er dahin ein- 
zufchränken, dafs wenn im fall des Unterfchieds die 
Figuren gegebner Gattung ähnlich find, es keinen PunktG 
«giebt, und der Ort der Punkte E keine Kereislinie, fon- 


-dern eine der Lage nach gegebne grade Linie wird, 


If die Summe oder der Unterfchied der beyden 
Figuren gegebner Gattung, vermehrt oder vermindert. 
um einen gegebnen Raum P, dem Rechteck BH x BM, 
oder jene Summe oder Unterfchied dem Raume P we- 
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niger diefem Rechteck gleich; fo ändert diefes weiter 
nichts, als datz Dart des gegebnen Raums S, ein andrer 
gegebner Raum, in die letzte Beftimmung. mir eingeht, 
daher auch für diefe Fälle der Ort der Punkte E eine 


‚Kreislinie ift, mit der eben erwähnten Einfchränkung. 

Veberdem Lëtze diefer Ort fich grade fo, wie derin den 
Folgerungen zu Lehrfatz 20 vorgetragne, auch auf drey, 
vier, und jede beliebige Zahl von Punkten ausdehnen: „Sind 
nemlich beliebig viel Punkte A, C, D,etc. in einer Eb- 
ne gegeben , und grade Linien aus ihnen gezogen 
durchfehneiden fich insgefammt in einem Punkte E fo, 
dafs die Summe oder der Unterfchied von Figuren ge- 
gebner Gattung, über diefe Linien befchrieben, dem 
Rechtecke BH x BM x S gleich ift; fo ift der Ort der 


Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse, 


3 


doch mit der erwähnten Einfchränkung.” (Camerers 


Bemerkungen zu Apollonius ebnen Oertern). 


Anmerkung. Die Sätze in Folgerung4 undin diefem Zu- 
fatze betreffen den Ort der Durchfchnittspunkte E, worinn grade 
Linien, von einem gegebnen Punkte A aus gezogen’, Paral- 
lellinien fo durchfchneiden, dafs das Quadrat über AE entweder 
allein, oder in Verbindung mit beftändigen Gröfsen, durch ein 
veränderliches, Rechteck beflimmt wird, deflen Gröfse zuletzt zen 
dem zeränderlichen Abflande diefer Parallellinien vom gegebnen 
Punkte A abhängt. — Der folgende Ort betrifft die Durch- 
fchnittspunkte E, worin grade Linien, von einem gegebnen Punk- 
te A aus gezogen, Sehnen eines gegebnen Kreifes fo durchfchnei- 
den, daß das Quadrat über AZ durch das Rechteck aus den beyden 
Abfehnitten jeder Sehne beftimmt wird, Diefen Ort führe ich im 
folgenden Lehrfatz auf , um mit demfelben nach Simfors Beyfpiel 
delen Haupteheil aus’ der Lehre der ebnen Oerter zu befchlieisen. 
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[re ursarz- 26) 


1) Wenn ein Kreis, mithin auch defen Mittel- Fig. zu. 
punkt C, und irgend ein zweyter Punkt A gegeben 
find, gleich viel. ob A innerhalb, oder aufserhalb, oder 
auf der Kreislinie liegt, und wenn grade Linsen, vom 
Punkte A aus gezogen, fich mit: den Sehnen BD 
diefes: Kreifes je zwey und zwey fo in Punkten e 
durchfehneiden, 1) dajs entweder Ae = Be X De, 
oder, wenn S einen gegebnen Flächenraum bedeutet, 
A? = BeX De F S Aë: und irgend, einer‘ diefer 
Punkte eliegt aufserhalb desKreijes,auf der Ver- 
längerung einer Sehne; jo ift fiets der geometri- 
fehe Ort aller folcher Punkte e eine gra- 
de Linie von gegebner Lage. — 2) Durchfchnei- 
den fie fich hingegen, unter übrigens gleichen Um finn- 
den, jo, dafs Ae = S— BexX De ifi; fo if der Ort 
der Punkte e eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Gröfse. 


2) Wenn aber von den graden Linien, die vom 
gegebnen Punkte A aus gezogen werden, irgend eine 
fich mit einer der Sehnen BD felbf, folglich 
innerhalb des Kreijes,in einem Punkte E fo durch- 
jehneidet,, 1) dafs entweder AE2 = BEXDE, oder 
AEz= BEXDE F 8S if; jo if umgekehrt flets 
der geometrifcheOrt aller Punkte E, eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse: und 
durchfehneiden fie fich 2) fo, dafs AE? = A — BE 
X DE ift; fo ift der Ort aller Punkte E eine gra- 
de Linie von gegebner Lage, 
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Da diefen Vorausfetzungen gemäfs der Punkte A 
und der Mittelpunkt des Kreifes, C, gegeben! nd: 
fo ift auch die grade Linie AC der Lage und Gröfse 
nach, und überdem der Halbmefler CG oder CM des 
Kreifes der Gröfse nach gegeben. Man ziehe von dem 
Pünkte e oder E, welcher den Bedingungen des Sa- 
tzes genüge thun möge, durch den Mittelpunkt die 
grade LinieeH, oder EH, von der der Kreis den Durch- 
meffer, FG abfchneide. 


1) Liegt diefer Punkt e aufserhalb des Kreifses, in der 
Verlängerung einer der Sehnen BD, fo it Bex De = 

x 22.2. Fe x Ge* = Ce2 — C6?, weil in diefem Fall dem 
inC gleich getheilten Durchmeffer CG, das Stück Ge 
emt, angeletzt ift*. Folglich mufs der erflen Vorausfetzung 
2. _gemäfs, nach welcher Ae? = Be x De + Sfeyn foll, Ae? 
— Ce? — CG2.7F S, und alfo Ce? — dei = (G2 + S 
feyn, wo das oere oder das untre Zeichen gilt, je nach- 
dem Ae? um den gegebnen RaumS kleiner oder gröfser 

als das Rechteck Be X De, geietzt wird. Unter diefer 
Vorausfetzung durchfchneiden folglich die vom Punk- 

te A aus 'gezognen Linien, die verlängerten Sehnen 

fo in Punkten e, dafsıin den DreyeckenCAe, die ins- 
gefammt über der'gegebnen unveränderlichen Linie 
CA fehn, der Unterfchied der Quadrate aus den beyden 
Schenkeln gegeben und  unveränderlich ift, nemlich 
gleich dem Quadrate des gegebnen Haibmeflers,, ver- 
mehrt oder: vermindert um den gegebnen Raum S. 
"Deshalb muls der Ort der Durchfehni ttspunkte e, alsSpi- 
Gen deier Dryecke , ein Perpendikel auf der 
gegebnen 
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gegebnen Linie CA *, und zwar dasjenige Perfendikel 
fayn, welches vom Punkte O, der in der Mitte der 
Grundlinie CA liegt, nach der Seite des kleinern 
Schenkels zu, um eine Linie Oh abfteht, deren Gröfse 
dadurch beftimmt wird, dafs 2 Oh x CA = CG? +S 
oder 4 CO x Oh = CG2 +Sift. Und daraus findet 
man Oh durch Conftruction grade wie in Lehrfatz 16 
Folgerung 3. (Apollonius ebne (erter 11. 7. 8. 9.) 


Ift aber der zweyten Vorausfetzung gemäls Ae =s 
— Be x De, fo mufs Ae2+ Be x De = S und folglich Ae? 
+ Ce? — CG2 = S, oder Ae? + Ce? = S -4 C62feyn. Un- 
ter diefer Vorausfetzung durchfchneiden fich alfo die 
Schenkel der Dreyecke ACe, welche über der gegebnen 
Linie AC ftehn, fo, dafs die Summe der Quadrate aus 
den beyden Schenkeln einem gegebnen Flächenraum gleich 
it, weshalb nun der Ort der Durchfehmittspunkte e keine 
grade Linie, fondeın eine Kreislinie von gegebner 
Lage und Gröfse wird *, Und zwar, wenn man die Li- zer 
nie CA im Punkte O halbirt, fo it O der Mittelpunkt 
dieler Kreislinie, und ihren Halbmeffer Oe findet man da- 
raus, dafs Oe2 = ZS -+ CG2) — CO? feyn mufs *, »7.f,1. 
(Apollonius IT, 14.) ` 


2) Liegt der Durchföhnittspunkt E in der Sehne BD 
Il, und alfo innerhalb des Kreifes, fe wird diefe 
Sehne vom Durchmeffer FG, der durch den Punkt E 
geht, fo durchfchnitten, dafs BE x DE = FE x GE #*22 r 
= CG2? — CR? ift, indem der Durchmeffer EG in die. 
fem Fall im Punkte C gleich, und im Punkte E un- 
gleich getheilt ift *, Sie 
Ca 
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If alfo nach der erften Vorausfetzung AE2 = BE X 
DE F S, fo mufs in diefem Fall AE CG?— CE? F S, 
und AE2-+CE?=CG?2FSfeyn. Alfo ift dann, nicht 
wie unter I) der Unterfchied,, fondern die Summe der 
Quadrate aus den Linien AE, CE, welche von zwey 
gegebnen Punkten aus gezogen, dich durchichneiden, 
einem gegebnen Raume gleich, mithin der Ort der Punk- 
ze E jetzo eine Kreislinie, um einen Punkt C, der 
in der Mitte zwifchen A und C liegt, als Mittelpunkt 
befchrieben, mit einem Halbmej]er OE, für den OF? = 

417.£2(C6255)— OC2ift*, (Apollonies D. 11. 12. 13 ) 


If aber nach der zweyten Vorausfetzung,, AE? = S 
— BE x DE, fo mufs in diefem Fall AE + BE x DE=S, 
oder AE? +CG?— CE2 = S, und folglich AR? — CE? = 
S— CG2 und umgekehrt CE2 — Ab? = CG? — S feyn. 
Da alfo der Unterfchied der Quadrate über denSchenkeln 
AF,CE einem gegebnen Raume gleich ift, fo wird er 
Ort der Punkte Ein diefemFalleinPerpendikel auf 
AC, welches, wie in der eren Vorausfetzung unter 1) 
aus Lehrfatz 16. Folgerung 3. dadurch gegeben wird, 
dafs A CO x OH = CG2 — S feyn mufs, (Apollonius 
II. 10) } 


Beflimmung, im Fallder Ort eine grade Linie 
aft, und zwar ı) für Punkte e aufserhalb des Kreifes. Da 
der Ort diefer Punkte das Perpendikel eh, und für die- 

* 16. 1. {es Ce? — Ae? = CG? t S = 4 CO x Oh = Ci?— Ahz* 
itt, fo mufs, wenn S gleich null ift, und im Fall des 
obern Zeichens , immer Ce > Ae und Ch > Ah feyn, 
folglich das Perpendikei zu der Seite von O, auf welcher 
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A liegt, aufftebn. ‘Folglich, wenn O aufierhalb. des 
Recites‘ liegt, oder CA>2CM ift, auch der Punkt h 
und das ganze Perpendikel eh nothwendig aafserhalb 
des Kreifès fallen, Dafelbe findet im Fall des antern 
Zeichens (att, wenn CG2 >Sift, da hingegen, wenn 
CG?< Sift, Ce < Ae wird, unddas Perpendikel eh 
nach der Seite von C zufällt. 

Da ferner der Halbmeffer CG = CM ift, muß 
such aC0OxCh—CM?=+Sfeyn. If A ein Punke 
im Kreife, fo befteht der Halbmeffer CM aus zwey glei- 
chen TheilenCO, OA und einem dritten diefen ange- 
fetzten Stück AM, CM=2CO-+AM, und deshalb 
it dann CM2= 4 CO xOM + AM2®, folglich 4 CO x "ın.£. 3, 
(Oh —CM)—AM2= Ł S. Daher muß, wenn S gleich 
null it, und im Fall des oder» Zeichens, nothwendig 
Oh > OM, alfo bein Punkt aufserhalb des Kreifes [eyn, 
welches im Fall des unterz Zeichens nicht nöthig ift, 
da für diefes, nach Umftänden, Oh kleiner oder grö- 
iser als CM feyn, und h innerhalb oder aufserhalb des 
Kreifes liegen kann. — Wenn A in der Kreislinie liege, 
it CM2 = 4 CO x OA, mithin 4 CO x (Oh — OA) 
= 4S. If folglich alsdann S gleich wall, fo mufs Oh 
gleich OA Seyn, alfo h in A fallen, und eh den Kreis im 
Punkte A berühren*. Im Fall des obern Zeichens liegt y dä 
dagegen h aufserhalb, im Fall des unsern innerhalb des 
Kreifes.— Wenn endlich A aufserhalb des Kreifes Deet, ift 
CM=2C0 — AM, folglich CM? = 4CC2— A CC x 
AM LAND =4C0O x (AO — AM) -- AM? = £ ACO e 
x OM 4 AM?, wo das obere oder das untere Zeichen 
gilt, je nachdem M mit A oder mitC auf einerley Seite 

Ce 2 i 
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von O liegt, d, h. O ein Punkt innerhalb oder aufser- 
halb des Kreifes , und CA kleiner oder gröfser als 
2 CM ift. Wenn daher S gleich null oder additiv genom- 
men wird, und O liegt im Kreife, fo mufs 4 CO x 
(Oh — OM) — AM2 = o oder S feyn, welches nur 
dahn möglich it, wenn Oh > OM, alfo h ein Punkt 
aufserhalb des Kreifes it. — Folglich liegt, wenn 5 
gleich null oder additiv ift, das Perpendikel eh, als Ort 
der Punkte e, unter allen Umfländen aufserhalb des gegeb- 
nen Kreifes, nur dafs es den Kreis in dem Fall, wenn 
S gleich null und A ein Punkt der Kreislinie ilt 
berührt, 

2) Für Punkte E innerhalb des Kreifes, für welche 
der Ort ein Perpendikel EH auf dem Durchmeffer AE 
oder deffen Verlängerung 1ft, mufs der Fufspunkt H 

‚immer innerhalb des Kreifes liegen, weil CH< CE * 
und E ein Punkt im Kreife ift, und es ift für daffelbe 
CE2 — AE? = CH2 — AH? = CM? — S = 4CO x OH. 

. Ift alfo der gegebne Raum S dem Quadrate über dem 
Halbmefler des gegebnen Kreifes gleich, S=CM2, fo 
it CA = AH, Hfälltin O, und das Perpendikel EH 
fteht im Punkte O {elbt auf. — If &< CM2, fo 
fallt H mit A avf einerley Seite von O, indem dann CH 
> AH if, unddann mufs nothwendig O ein Punkt im 
Kreife, alfo CA<2CMieyn, und, wie wir eben ge- 
tehn haben, CM? = 4 CO x OM -4 AM2 oder CM2 
— AM2 = 4 CO x OM feyn. Danun OM > OH iĝ 
fo muls in diefem Fall immer CM2 — AM2 > CM2— $ 

und daher 5 > AM2 feyn. Wenn der gegebne Raum 
kleiner als diefes Quadrat ift, fo giebt es keine Punkte 


INHALT GRADEL, FIGUREN. 405 


E welche den Vorausfetzungen, die fich widerfpre- 
chen, genüge then könnten. — If endlich S > CM3, 
fo it AH > AC und der Punkt H fällt mit dem Mit- 
telpunkte C zu einerley Seite des Punktes O; und in 
dielem Fall können die Punkte A und O auch aufser- 


halb des Kreifes liegen. 


Beffimmung im Fall der Ort eine Kreislinie ift. 
x) Für Punkte e aufserhalb des Kreifes, wird der Ort 
eine Kreislinie, wenn Aei-L Ce? = S + CM2ift; und 
dann ift O der Mittelpunkt , und für den Halbmeffer 
20e2?=S+CM2—2CO2 Ift O ein Punkt im ge- 
gebnen Kreife,; fo mufs immer S >AM? feyn, fonft 
it der Ort unmöglich. IR O ein Punkt aulserhalb des 
gegebnen Kreifes, und S< AM2, fo liegen der Ort 
und der gegebne Kreis ganz aufserhalb einander; ift 
S>AR?2, fo fchliefst der Ort den gegebnen Kreis 
ringsum ein, und ift S< AK? aber > AM3, fo durch- 
fchneidet der Ort den gegebnen Kreis, da denn eini- 
ge Punkte e aufserhalb, andre innerhalb des gegebnen 
Kreifes liegen; daher fich daraus, dafs ein Punkt e 
auf der Verlängerung der Sehne BD liegt, keineswegs 
fchliefsen läfst, dafs auch alle andre Punkte e auf Ver- 


längerungen der Sehnen BD liegen müflen, 


2) Für Punkte E innerhalb des Kreifes, wird der Ort 
eine Kreislinie, wenn AE2 -+ CR? = CM? FS ift, und 
dann it O der Mittelpunkt, und für den Halbmefler 
des Orts 2 OE2 = CM2 — 2 C02 F S. In diefem Fall 
mufs, wenn S gleich null if, der Ort von dem gegeb- 
nen Kreife ringsum eingefchloflen werden. Im Fall 
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des obern adaitiven Zeichens durchichneiden fich der Ort 
und der gegebne Kreis, wennO aufserhalb des gegeb- 
nen Kreifes liegt; ift aber O ein Punkt in diefen Krey 
fe, fo wird, je nachdem OM gröfser, gleich, oder klei- 
ner als ON ift, der Ort ganz innerhalb des gegebnen 
Kreiies fallen, oder ihn innerlich berühren, oder ihn 
fchneiden, Im Fall des untern fubtractiven Zeichens 


wird der Ort wiederum vom gegebnen Kreife einge- 
fchloffen, 


Anmerkung, Diefe Beftimmungen laffen fich mit Hülfe 
der Ausfagen in Lehriatz 11, Foigerung 2 und Lehrfatz "rz auf 
eine ähnliche Art, als für den Fall, wenn der Ort eine grade 
Linie ift, entwickeln, weshalb ich aber auf Simoes Wiederher- 
ftellung von Apollonius ebnen Oertern verweifen mufs, um mich 
hier nicht in zu grofse Weitläufigkeit zu verlieren. 

Simfon macht aus den Thelen diefes Orts acht verfchiedne 
Sätze, und feine Entwicklung ’derfelben nimmt 18 Seiten ein. In 
Pappus Bericht über den Inhalt derEbnen Oerter des Apollonius, 
finder fich nur ein eingefchränkter Fall der eriten Vorausferzung 
unter r ) und felbft diefer ift durch die Abfchreiber entftellt wor- 
den. Auch ftimmt Lemma 33 aus Enklids Porisinen (Pappus VII, 
159) mit dem einfachften Fall von ı) überein, indem diefer Lehn- 
fatz ausfagt, dafs falls eh auf dem verlängerten Durchmefir LM 
fo fenkrecht eht, dafs Lh X hM = Ch2 ift, auch für jeden Punkt 
e ‘in diefem Perpendikel, wenn man eL zieht, Fe x eG — Ce? feyn 
mufs. 

Man fieht leicht, dafs man die Ausfage diefes Orts nach Art 
der vorigen Oerter noch erweitern und verallgemeinern kann, 
welches aber, wie es fcheint, Ichon Simfon für überflüflig gehal- 
ten hat. Ich endige daher mit diefem Ga ze nach Simfons Beyfpiel 
diefen Haupttheil der Lehre von den Ebnen Oertern, den ich 
hier ziemlich ausführlich vorgerragen habe, weil theils meine Ab- 


ficht, wo möglich, due Geumerrie in ihrem ganzen Umfange , wie 
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fie von Alten und Neuen behandelt worden ift , im Kurzen dar- 
zuftellen,, diefes erforderte, theils die Sätze an fich fo nett und 
brauchbar find, theils fehr gute Uebungen in der geometrifchn 
Analyfis, und Beyfpiele von zufammenhängenderen geometrifcher 
Unterfuchungen an die Hand geben, 

Auf algebraifchem Wege, wo man die Eigenfchaften der Cur- 
ren lediglich aus ihrer Gleichung *, durch algebraifche Mittel, #23. f, 5. 
und nicht wie hier durch Daritellung der Figur und durch geo- 
merrifche Conftructionen erforfcht , läfst fich indefs fchon man- 
ches von, dem hier Vorgetragnen erleichtern, und überdem der 
Kreis noch auf allgemeinere Arten als Orr eines beftimmter 
Punktes darftellen, und die Bedingung, unter welcher ein Kreis 
allein der Ort von Punkten feyn kann , allgemein entwickeln , 
daher man die weitre Ausbildung diefer Lehre, billig der alge- 
braifchen Analyfis vorbehält, 

Ich wende mich nun zu den Aufgaben, welche zu diefem 
Eiche gehören, werde hier aber nicht viel mehr als die unent- 
behrlichften Conftructionsarten, auf die ich mich zum Theil fchon 

erufen habe, vortragen. Andre Aufgaben, und befonders 
den Gebrauch der aufgeftellten Oerter in Auflöfung geometrifcher 
Aufgaben , verfpare ich für das Buch des folgenden Theils, wel» 
ches der geometrifchen Analyfis beftimmt ift, 
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welche zum dritten Buche gehören. 


AUFGABE LÉI 


Fig. 72, Ein gezebnes Vieleck in ein Dreyeck von gleichem 
Inhalt zu verwandlen. 


Man ziehe eine Diagonale, z. B. AF, fo, dafs da- 
durch von dem ganzen Vieleck ein Dreyeck AFG abge- 
fchnitten wird, und duch die Spitze G diefes Dreyecks 
eine Parallellinie mit der Diagonale, Darauf verlänge a 
re man eine von den Seiten der Figur, welche an das 
abgefchnittene Dreyeck anftofsen, 2. B. AB, bis zu 
ihrem Durchfchnitt H mit der Parallellinie, und ziehe 
von dem andern Endpunkte der Diagonale die grade 
Linie FH, fo erhält man ein Vieleck mit den Seiten 
FH, HB, welches eine Seite weniger als das Gegebene, 
und doch mit demfelben gleichen Inhalt bat, 


Denn das fo gebildete Dreveck FHA fteht mit dem 
abgefchnittnen FGA über gleicher Grundlinie FA und 
zwifchen gleichen Parallelen FA, GH, hat alfo mit 

sz, La demfelben gleichen Innhalt *, daher es fich unbefcha- 
det des Flächenraums ftatt des abgefchnittenen Dreya 
ecks fetzen läfst, Der Conftruction gemäfs liegen aber 
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BA und AH in grader Linie, folglich hat da letztere 


Vieleck gleichen Inhalt, aber eine Seite weniger als das 
Gegeine. 


Fährt man auf diefe Art fort, und fchneidet z. B, 
durch die Diagonale ED wiederum ein Dreveck BCD 
ab, für welches, wenn HB bis I verlängert wird, 
man ein Vieleck FHIDEF erhält, | welches zwey Seiten 
weniger und denfelben Inhalt als das Gegebne hat. 


Da man nun.dieles Verfahren fo lange fortfetzen 
kann, bis man endlich auf ein Dreyeck kömmt, fo 
läfst fich mittelft deffelben jede gradelinige Figur von 


beliebig vielSeiten, in ein Dreyeck von gleichem In. 
balt verwandeln. 


Bemerkung 1. Oder überhaupt kann man 
mittelft diefer Methode zu jeder .gegebnen gradelinigen 
Figur, eine br gleiche ligur von einer beliebigen Seiten. 
zahl, die geringer als die Seitenzahl der gegebnen Figur iff, 
bilden. Mit gehöriger Vorficht läfst fich diefes Vertah« 
ren felbft auf krummlinige Figuren übertragen *, und "S: Z. 2. 
it beym Ausmeflen von unregelmäfsigen Flächenräu- 
men oft von Nutzen. 


Bemerkung z. Hohle Winkel, wie E, ändern bey *L E. 16 
dielem Verfahren nichts. Sie geben Diagonalen, wie 
DF, welche aufserhalb der Figur fallen, und fchneiden 
Dreyecke wie DEF ab, welche dem Flächenraume der 
"Figur an dem Ranme mangeln den die Diagonale mit 
den übrigen Seiten umfchliefst. Die Parallele durch 
die Spitze E mit einer folchen Diagonale, durchichnei- 
det die Seiten der Figur, z. B, die Seite ID der reducir- 
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ten Figur in K. Zieht man FK, fo find dieDreyecke 
DEF, DKF gleich, und mithin hat dann das Vieleck 
HIRF, mit dem Vieleck HIDEF gleichen Inhalt, aber 


eine Anzahl von Seiten, die um eps kleiner if. 


Fig. 73. Bemerkung 3. «) Zieht man alle Diagonalen, 
durch welche man Dreyecke Schrittweife abfchneidet, 
von demfelben WinkelpunktD aus, und fchafft aus je- 
dem Dreyeck die Seite weg, welche der Spitze D ge- 
genüber fteht, fo erhält das Dreyeck, auf welches man 

Fig. 74. zuletzt kömmt, den Winkel D als Winkelpunkt. — £) Zieht 
man dagegen alle Diagonale von einem Punkt in einer 
Seite der Figur ABCD aus, fo liegt eine Spitze des entfle- 

` henden Dreyecks in diefem Punkte der Seite, — ~) Und 
auf diefelbe Art /äfst fich irgend ein anderer Punkt heflim. 
men, in welchem die Spitze, und eine Seite der Figur, 
in welche die Grundlinie der zu bildenden Dreyecks liegen 
fell, dergleichen in practifchen Büchern mit grofser 
Umftändlichkeit, und mit weit mehr Wortaufwand als 
die Sache verdient, gelehrt zu werden pflegt. 


Ari), EG, AELE ZZ. 


Ein Parallelogramm unter einem gegebenen Win- 
kei zu bilden, welches mit einem gegebenen Parallelo- 
gramm, oder Trapezoid , oder Dreyeck, gleichen 
Inhait hat. 


Taf. UL 1) Ziehe ven den Endpunkten der Grundlinie 
Fig. é des gegebenen Parallelogramms, unter dem gegebe. 
nen Winkel, Farallellinien nach der gegenüberftehen- 


den Seite , fo entfteht ein Parallelogramm unter dem 


AUFGABEN. Dt 


gegebenen Winkel, welches mit dem erftern gleichen 


Inhalt hat *. wt 


2) Theile die eine der nicht- parallelen Seiten des Fig, 14. 
Trapezeids , 2. B. CB, in zwey gleiche Theile im 
Punkte I, ziehe durch diefen Punkt eine Parallellinie 
mit der gegenüberftehenden Seite AD, und nach die. 
fer von den Punkten A, D, unter dem gegebenen Win- 
kel, Parallellinien,, fo it das fo entftehende Parallelo- 
gramm unter dem gegebnen Winkel befchrieben, und 


hat mit dem Trapezoid gleichen Inhalt *, S 6 


3) Im Dreyeck theile man eine der Seiten, z. B. Taf. V. 
LB, in zwey gleiche Theile im Punkte A, zieke durch 8° 7% 
de gezenüberftehende Spitze mit LE eine Parallellinie, 
und nach diefer aus den Punkten L, B, unter dem gegeb- 
nen Winkel, Parallellinien, fo ift das fo entfichende 


Parallelogramm das Gefuchte. 


Folgerung, Da fich jedes Vieleck, der vorigen 
Aufgabe gemäfs, in ein Dreyeck von gleichem Inhalt 
verwandien lälst , Jo kann man alfo auch jedes Vieleck 
in ein Parallelogramm mit einem gegebnen «Winkel ver. 
wandlen, — Allo auch in'ein Parallelogramm mit ei- 
nem rechten Winkel, d. h. zu ein Rechteck, 
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Ueber eine gegebne grade Linie MN ein Paralie- Fig, 26, 
logranım zu bejöhreiben, welches mit einem gegebnen 
Parallelogramm ABCP gleichen Inhalt hat, und une 
ter gleichem Winkel enthalten ift. 
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Man verlängere eine der Seiten des gegebnen Pa- 
rallelogramms, z. B. AB, íchneide. auf der Verlänge- 
rung BẸ, gleich der gegebenen LinieMN, ab und ziehe 
durchEund den EckpunktCeine grade Linie. Durch- 
fchneidet diefe die verlängerte Seite AD des gegebnen 
Parallelogramms in einem Punkte F; fo it DF die 
zweyte Seite des gefuchten Parallelogramms, Und verlän- 
gert man die beyden andern Seiten desGegebnen über 
C hinaus, und zieht durch E und F mit ihnen Paral: 
lellinien; fo ift die Ergänzung BGHI, welche auf diefe 
Art entflcht, das gefuchte Parallelogramm, 


Denn da vermöge der Conftruction die Linien AE, 
DI, FH, und auch die Linien AF, BG, EH, parallel 
laufen, io find die vierecke welche aut diefe Art ge- 
bildet werden , insgefammt gleichwinklige Parallelo- 
*9,(12)oramme *. Ueberdem find die Ergänzungs- Paral- 
*3.(3) lelogramme ABCD und EGHI einander gieich DES, 
auch die gegenüberftehenden Seiten DF = CH und CI 
e1, 34 = BE = MN*. Folglich it CGHI das geluchte Pa- 
rallelogramm, welches über der gegebnen Linie MN 
= CI iteht, und mit dem gegebnen Parallelogramm 
ABCD gìieichwinklig und gleich grofs ift. 


Folgerung 1. Aufdie Art läfst fich alfo auch 
ein gegebnes Rechteck in ein anderes, von gleicher Gröfe, 
weiches über einer gegebnen Grundlinie fteht, verwandeln. 
Und zwar, da es mehrentheils nur darauf ankömmt, die 
Höhe diefes zweyten Rechtecks zu finden, und hierzu 
der eıfle Theil der Conftruction hinreicht; fo verdient 
diefe einfache Methode delbft vor der den Vorzug, die 
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wir in den folgenden Aufgaben, mittelft Auffindung 


einer vierten Proportionallinie, werden kennen 


lernen. 


Folgerung 2. Ferner läfst fich auf diefe Art 
jedes gegebne Dreyeck LMN , oder jedes Trapezoid in ein 
Parallelogramm von gleichem inhalt, welches über eine gea 
gebne Linie MN, und unter einem gegebnen Winkel W bes 
fehrieben iff, und zwar insbefondere, in ein Rechteck über 
gegehner Grundlinie verwandeln, Man verwandle zu dem 
Ende das gegebne Dreyeck oder Trapezoid' in ein 
gleich grolses Parallelogramm , unter dem gegebnen 
Winkel *, oder in ein gleich grofses Rechteck, und *Afg.a. 


e : . : -i ze AET 
verfahre dann wie unlere Conftruction angiebt. Eine (2. 3.) 


andre Methode lehrt Aufgabe $. 


Folgerung 3. Endlich läfst fich apch durch die- 
fes Verfahren jedes gradelinige Vieleck in ein Parallelo- 
gramm unter einem gegebnen Winkel, und zwar insbefon- 
dere in eın Rechteck „ welches über eine gegelme Grundlinie 
MN jlehe: , verwandeln. Dazu führen verfchiedne Wege, 
«) Entweder man verwandelt das Vieleck in Ein Drey- 
eck von gleichem Inhalt *, dasDreyeck in ein Recht- * Afg. r. 
eck*, und diefes nach dem eben gelehrten Verfahren * Afg, 2. 
in ein gleich grofses Rechteck, welches über der ge- 
gebnen Linie MN fteht*. — fp) Oder man zerichnei- e f, ı. 
det die gegebne vielfeitige Figur, entweder in lauter 
Dreyecke, oder in Trapezoide *, verwandelt jeden ve z„, 
dieier Theile einzeln in Rechteck *, und diefe in * Afg,2 
gleich grofse Rechtecke über der gegebnen Seite MN *, * fı. 
trägt dann die zweytenSeiten aller dieler Rechtecke in 
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eine grade Linie zufammen, und befchreibt über fie 
als Grundlinie, und mit MN als Höhe, ein Rechteck ; 


"E S. fo erhält man das gefuchte Rechteck *. 


Aufdiefelbe Art läfst fich über eine gegebne Linie AIN 
ei Rechteck bilden, welches der Summe oder dem Unter- 
Jehiede zweyer Vielecke R , S gleich ift, je nachdem man 
die Rechtecke über MN, denen beyde Vielecke cia- 
zein gleich find, zu entgegengefetzter oder zu einer- 


ley Seite der gemeinfchaftlichen Grundlinie MN, ne- 
beu oder auf einander legt. 


Anmerkung r. Die Geometer des Mittelalters hatten 
für dicfe Conttruction ein cignes Kunftwort: Applicatio. Duch 
bezeichnet im weitläufigen Sinn applicare figuram ad lineam oder 
fecundum lineam überhaupt das Beichreiben einer Figur über eine 

'Afg.12 beilimmtre Linie”. 
2. 

Anmerkung 2. Da der Zahlausdruck eines Rechtecks 
das Produkt aus den Zahlausdrücken der Grundlinie und Höhe ift, 
z.B. AB x AD, und umgekehrt der Zahlausdruck der Hohe 
aus dem des Inhalts und der Grundlinie durch Divifion getunden 


ix 
* 6 * wird,h = K ‚ fo ift im Fall der erften Folgerung, der Zahlaus- 


druck der gefuchten Höhe DF des zweyten Rechtecks , 
AB XAD 
DE = 


bE 


Ein folcher Zahlausdruck {fst fich daher in Linien darftellen, 
d. h, confirziren, wenn man das Rechteck, deffen Zahlausdruck 
AR x AD, d. h. welcher aus den Seiten AB und AD befchrieben 
ilt *, in ein gleich grofses Rechteck über die Grundlinie BE ver- 
wandelt; und diefes berechtigt uns in geometriichen Unterfu- 
chungen einen folchen Ausdruck durch : Hobe eines Rechteck: , 
welches über der Grundiinie BE flieht, nnd mit dem Rechteck 
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AB x AD gleichen Inhalt hat, zu überferzen, wie wir das z, B. 
In der Auslegung des 2often Lehrfarzes gethan haben, 


Anmerkung 5. Dadas, was bey den Zahlausdrücken 
der Linien und Flächen Divifion ilt, in der geomerrifchen Darttel- 
lung fich durch diefe Couftruction bewerkftelligen bis: fo über- 
trugen die ältern Mathematiker das Kunftwort für diefes Verfah- 
ren auch auf die Divifon, und Gesten z. B. nnmersm applicare 
ad numerum, fm das Dividiren einer Zahl durch eine andre an- 
zuzeigen *. th A,2. 
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1) Eine gegebne grade Linie AB in beliebig viel 
gleiche Theile zu theilen. 


2) Eine gezebne grade Linie AB, entiweder meh- 
© o [i e ” 
rerern gegebnen Linien P, Q, R, oder einer gepcb- 
nen eingetheilten Linie MN, proportional einzu- 
theilen. 


1) Gefetzt man foll die grade Linie AB in 5 glei- Tig. 77, 
che Theile theilen; fo ziehe man durch den Endpunkt 
A deier Linie, unter einem beliebigen Winkel gegen 
diefelbe, und in gehöriger Länge, eine andre grade 
Linie, trage auf diefe eine beliebige Linie AC fünfmal 
nebeneinander auf, und ziehe,vom letzien Endpunkt 
G deier Theile, nach dem Endpunkte B eine grade 
Linie GB. Dann fchneidet, ‚behaupte ich, eine Pa- 
zallellinie mit GB, die durch den erften Theilpunk C 
gezogen wird, auf der gegebnen Linie AB- den fünf- 
ten Theil AU ab, und trägt man Al fünfmal nebenein. 
ander, oder zieht man durch alle fernern Theilpunk- 
teD, E, F, mit GB Parallellinien, io wird AB auf 


7,22 


Fig, 73. 
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die verlangte Art, das heifst in fünf gleiche, ‚Theile 
eingetheilt. ; 
Denn da vermöge diefer Conftruction die Parallel- 
linien CI, DR ere, die Schenkel AB, AG des Winkels 
A durchfchneiden, fo theilen fie diefe Schenkel einan- 
. der proportional $. Sind alfo, der Conftruction gemäfs, 


a Stücke AC, CD etc, insgefammt unter einander 
gleich, und jedes fünfmal in der Linie AG enthalten ; 
fo müffen auch die Stücke AI, IR etc, untereinander 
gleich, und jedes der fünfte Theil der gegebnen Linie 
AB feyn. Mithin ift diefe in fünf gleiche Theile ge- 
theilt. 


2) Soll die grade Linie AB den gegebnen Linien 
P, Q, R, in diefer angegebnen Folge proportional ge- 


‚theilt werden *, fo trage man auf eine grade Linie, wel. 


che durch den einen Endpunkt Ader gegebnen, unbe- 
fimmt gezogen ift, die gegebnen Linien P, Q, R in 
der verlangten Folge nebeneinander, fo dafs AC= Er 
CD=Q, DE=R wird, ziehe durch die beyden End- 
punkte B,E der gegebnen Linie, und der letzten aufge- 
tragenen, eine grade Linie BE, und mit ihr parallel durch 
die Punkte C und D Parallellinien, fo wird durch diefe 
Parallelen die Linie AB auf die verlangte Art, das heifst 
nach dem Verhältnifs der Linien P, Q, R,in der ver- 
langten Ordnung eingetheilt. Denn wegen des Paral- 
lelismus der Linien CI, DR, EB, verhalten fich die 
Theile AI, IK, KB des einen Schenkels, wie die über- 
einftimmenden Theile AC, CD, DE des andern Schen- 

keis 
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kels *, und! diefe Theile find vermöge der Conftruc- * 7, 
tion den gegebnen Linien P, Q, R gleich, 


Soll endlich die grade Linie AB einer gegehnen 
eingetheilten Linien MN proportional getheilt werden, 
fo verfährt man mit den Theilen, welche auf deier 
Linie gegeben find, grade fo, wie hier mit den gegeb- 
nen Linien P, Q, R. 


Noch andre Methoden beyde Aufgaben aufzulöfen, werden 
wir im folgenden Buche kennen lernen. 


Bemerkung T. Man fieht leicht dafs diefe Con- 
ftruction. fich auch auf den Fall ausdehnen läfst, wenn 
die gegebne Linie nur ein beftimmter Theil der einzu- 
theilenden werden foll, z. B, der erfte, der mit dem 
Theil AC der eingetheilten, gegebnen Linie überein- 
ftimmt *. Denn in diefem Fall ziehe man durch die ypg D 
übereinflimmenden Punkte B und C eine grade Linie, 
und mit deier durch die Punkte D und E Parallel- 
linien; fo theilen diefe, wegen des Parallelismus der Li- 
nien durch C, D, E,die verlängerte AB, der gegeb- 
nen Linie proportional ein *. e 


Bemerkung 2, Da ferner nicht blos die Schen- Fig, 78 
kel eines Winkels, fondern je zwey grade Linien, wel. 
che Parailellinien durchichneiden,, von diefen propor- 
tional eingetheilt werden *; fo Debt man leicht, dafs »,,Z.., 
man diefe Conffrectionen auch dahin abändern kann, dafs 
man durch die Theilpunkte * der eingetheilten Linie "E Se 
AG oder AE, willkührlich Parallellinien zieht, und 
dann um irgend einen Punkt T in der äufserften Pa- 

Då 
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rallellinie, mit der einzutheilenden Linie als Halbmef. 
fer, einen Kreisbogen befchreibt, der die andre äufser- 
fte Parallellinie im Punkte V durchfchneide. Zieht 
man TV, fo ift diefe Linie der gegebnen gleich, und 
auf die verlangte Art (z.B, in 5 gleiche Theile) ein- 
getheilt, und man kann dann ihre Eintheilung durch 
einen Zirkel unmittelbar auf die gegebne Linie über- 


tragen. 


Zu Tbeilungen von Linten in gleiche Theile, mittelft 
deier Conftruction; dient ein befonderes Inflrussent, 
worauf eine Menge Parallellinien in gleichen Entfer- 
nungen von einander eingegraben find,, und welches 
uns der Mühe überhebt , jedesmal erft gleiche will- 
kührliche Theile aufzutragen, und durch die Theil- 


punkte Parallellinien zu ziehn, 


Auf diefelbe Art findet man auf den Verlängerun- 
gen einer gegebnen Linie AB die Punkte, welche mit 
ihr eine Linie bilden, die einer gegebnen AE fo pro. 
portional eingetheilt it, dafs AB mit einem der mitt- 
lern Theile CD übereinftimmt. Man ziehe nemlich 
durch alle Theilpunkte willkührlich Parallellinien, tra 
ge zwifchen die beyden durch CundD die Red, 
Linie AB ein, und verlängere fie, bis fie von allen je- 
nen Farallellinien durchfchnitten ift. — Dann hat man 
die verlangte eingetheilte Linie. 


Zufatz I. Um ein gegebaer Dre yeck durch Li- 
wien aus der Spitze in eine beliebige Anzahl gleicher 


Theile, oder in Theile, welche zu einander ein gegebnes Ver- 
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hältnifs haben einzutheilen, theile man die Grundlinie 
nach der verlangten Art ein, und ziche aus der Spitze 
grade Linien nach allen Theilpunkten. 


Denn das gegebne Dreyeck wird dadurch in klei- 
ne’Dreyecke getheilt, die insgefammt auf derfelben 
graden Linien ftehn, und deren Spitze in einem Punk- 
te liegen, folglich in Dreyecke von gleicher Höhe 5" E 2 
Solche Dreyecke verhalten fich aber wie ihre Grundii- 


nien ¥; daherf das gegebne Dreyeck dann auf die ver, "sh r. 
langte Art eingetheilt ift. 


Zufatz IL Urm ein gegebuesPasallelogramm 
durch Parallellinien mit einer der Seiten in eine beliebige 
Anzahl gleicber Theile, oder in Theile, welche zu ein- 
ander ein gegebnes Verhältnifs haben, einzutheilen, theile 
man die zweyte, an jener anftofsende Seite auf die ver. 
langte Art ein, und ziehe durch die Theilpunkte Pa- 
rallellinien mit der erftern Seite, 


Denn die kleinen Parallelogramme , welche auf: 
dee Art entftehn*, liegen insgelammt zwifchen zwey ÉIEd 
Parallellinien; haben alfo gleiche Höhe *, verhalten « E, 3 


fich folglich wie ihre Grundlinien*, und das gegebne«»,, £i 


Parallelogramm ift daher auf die verlangte Art einge- 
theilt. 
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(3 Eine gegebne grade Linie BG, nach einem 
gegebnen Zahlverhältniffe anzn, einzutheilen, 


Dd 2 
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2) Auf der Verlängerung, einer gegebnen gra- 
den Linie BC fo einen Punkt g zu beflimmen, dafs 
die beyden Abfchnitte Bg, Cg, in dem gegeonen Zahl- 
verhältuiffe. min flehn. 


Das gegebne Zablverhältnils m:n fey welches es 
wolle, foläist es fich jedesmai leicht in ein Linearverhält- 
nifs verwandeln. Denn man braucht zu dem Ende nur 
aus einer willkührlichen Linie zwey Linien P, Q,.gra- 
de fo zufammenzufetzen, wie die beyden Zahlen m 
und n aus der Einheit zufammengeietzt nd, Alsdann 
verhält ich m:n = P:Qund P und Q find bekannte 
Linien. 

1) Nun foll im erften Fall der Aufgabe die gegebne 
"Linie BC felbft nach dem Verhältniffe m:n, folglich 
den Linien P und Q proportional eingetheilt wer- 
‚den; welches durch das Verfahren der vorigen Aufga- 

e Afg. A. be geleiftet wird $, 
(2). 


Fig. 794 2) Im zweyten Fall foll auf der Verlängerung der 


gegebnen Linie BC ein Punkt g fo gefunden werden, 
dafs fich verhalte Bg:Cg=m:n=P:Q. Die beyden 
Abfehnitte Bg, Cg. find in diefem Fall om die gegeb- 
ne Linie BC von einander verfchieden, können alfo 
nicht im Verhältnifs der Gleichheit tehn; und würde 
diefes gefordert, fo wäre die Aufgabe in diefem Fall 
unmöglich. Ueberdem mufs, je nachdem m gröfser 
oder kleiner als n it, auch Rg gröfser oder kleiner als 
Ce feyn, mithin der gefuchte Punkr'g auf der Verlänge- 
sung der ‚Linie BC über C oder über B hinaus:liegen, 
Alles diefes zeigt auch die folgende Conftruction. 
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Gefetzt nemlich, es fey » > », fo verhält fich 
Bg: Cg : Bg — Cg =m nim —n = P:Q:P— Q *, oder, 
P—Q:P=BC:Bg. Man ziehe daher durch B eine 
grade Linie unter einem willkührlichen Winkel gegen 


V.4ß. 


BC, trage auf fie von Baus, BE=P, und vom End- 
pünkte E diefer Linie, rückwärts EF = Q auf, (fo dafs 

BF = P — Q wird) und ziehe FC fo íchneidet eine 
Parallellinie mit FC, durch E gezogen, auf der Ver- 
längerung von B über C hinaus den gefuchten Punkt e 

ab. Denn wegen des Parallelismus deier Linien ver- 

häit fich BC : Bg: Cg = BF: BE EES > P Q:P:Q, Se 
folglich Be: Ce =m:n, 


Ift dagegen m < #, mithin auch P< Q und 
BE < EF, fo fällt der Punkt F’ über B hinaus , auf 
dem Stück der willkührlich gezognen Linie, welche 
mit dem erftern gegen B-auf entgegengefetzte Art 
liegt, und zieht man nun CF’, und mit ihr durch E 
eine Parallellinie, fo durchfchneidet such diefe die Li- 
nie BC, nur auf der entgegengefetzten Verlängerung, 
über B hinaus. 


Sollte endlichm = n, folglich auch P = Q und 
BE = EF feyn, fo müfsten de Punkte Bund F, mithin 
auch die Linien FC und BC zufammen fallen. Eine 
Parallellinie durch E mit FC, wäre alfo in diefem Fall 
auch mit BC parallel, durchfchnitte folglich BC auf 
beyden Seiten verlängert, nie, und es ift dann kein 
Durchichnittspunkt g möglich, 


Wollte man fich indefs vorftellen, dafs zwey Parallellinien 
fch in einer unendlichen Entfernung (d.h. aber gar nickt) durch- 
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fchneiden, fo rückt in diefem Fall der Punkt g ins Unendliche 
fort, Ein Kreis mit einem Halbineffer Ag befchrieben, gienge 
dann in einen Kreis, mit einem unendlich grefsen Halbmeffer 
befchrieben, d. h. in eine grade Linie über, und fo würden durch 
diefe blos eingebildere Idee in Lehrfatz 20 dieTälle, wo ein Ort, 
der, falls m und.n ungleich find ein ‚Kreis itt, wenn m und n 
gleich find, in einc grade Linie übergeht, auf jenen Huuptfall 
zurückgebracht ; und diefes Verallgemeinern ift überhaupr eine 
der vorzüglichften Anwendungen, die der Mathematiker von die- 
fen blofs eingebilderen Ideen des Unendlichen macht. Doch ge- 
hört diefes mehr in die algebraifche Analyfis,, als hierher. 


Zufatz. Sind in einer graden Linie mehrere 
Punkte, z.B. B, D, C gegeben, und man fucht auf 
ihr oder ihrer Verlängerung einen Punkt G, der fo 
liegt, dafs die Entfernung deffelben von den gegeb» 
nen Punkten zu einander in gegebnem Verhältnis ftehn 
follen,z. B. Bg:Cg:Dg=m:n:p; fo iit diefes nicht 
für jedes Verhalten, fondern nur unter gewiflen Bedin- 
gungen möglich. Denn es mufs dann z. B. fich verhal- 
ten Bg == Cg ¿Cg — Dg d.h. BC:CD=em—n:n—p, 
welches cine befondre Bedingung für das gegebne Ver- 
hältnifs m:n:p an die Hand giebt. 


Anmerkung, Diefes ift die vollffändige Auföfung einer 
Aufgabe, auf die wir uns in den Folgerungen und Zufätzen zu 
Lehrfatz zodurchgehends berufen haben, Das dort Vorgetragene, 
beruht gröfstentheils auf br, ‘und befonders wird hieraus die 
Auslegung S, 326. 2, ganz deutlich werden, Apollonius ebne Qer- 
ter II. Lemma oi 


Die Aufgabe von einer gegebnen Linie BC einen befimmten 
Theil, z, Bden fechiten abzufchneiden, oder fie um diefen Theil za 


verlangern, ift nur ein befondrer Fall, diefer Allgemeinern, 
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Eecher RE Së 


Wenn ein Winkel A, and ein Punkt B gegeben Fig. 80, 


find, durch diejen Punkt eine grade Linie fo zu ziehn, 
dafs durch die Schenkel des Winkels auf ihr zwey Stii- 
cke BC, BD abgefchnitten werden, die in einem ge- 
gebnen Verhältnijs flchn, fich nemlich wie die gegeb- 
nen Linien P:Q verhalten. 


Liegt der gegebne Punkt B zwefehen den beyden 
Schenkeln des gegebnen Winkels, fo ziehe man durch ihn 
eine Parallellinie mit dem einen Schenkel AH, welche 
den andern im Punkte E durchichneide, nehme auf 
&iefem ein Stück ED fo, dafs AE, ED, den gegebnen 


Linien P, Q proportional find, und ziehe DB, lo it “Afg. z. 


diefes die verlangte Linie. Denn wegen des Parallelis- 
mus der Linie EB, AH, durchfchneidet fie auch den 


zweyten Schenkel in irgend- einem Punkte C *, und'l.2473. 


Awar fo, dafs fich verhält AE:ED = CB: BD =P : Q*. 
Liegt der gegebne Punkt B aufserhalb des Winkels, 
Du ziehe man durch ihn und einen beliebigen Punkt 


E des einen Scheukels eine grade Linie, nehme auf 
ihr ein Stück BF, fo dafs BE, BF den gegebnen Linien 


7: 


pP, Q, proportional find *, und ziehe durch E eine*Afg.z, 


Paralleilinie mit jenem Schenkei, welche den zweyten 


Schenkel in irgend einem Punkte D fchneiden mufs*;"l2423 


fo it DB die verlangte Linie. Denn wegen des laral- 
lelismus der Linie FD, AE, durchfchneidet fie den er- 


Den Schenkel AE nothwendig in irgend einem Punk- 


te C *, und zwar {o , dafs fich'verhält BC: ED = DË RL 


DE 29: ie 
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(Gregorins a St, Vinc, I, 28. 29). Man Debt leichi, dafs fich 
diefe Aufgaben noch auf mannigfältige Art abändern laffen, z. B. 
wenn eine Parallellinie mir dém einen Schenkel gegeben itt, die 
Linie durch den Punkt B fo zu ziehn, dafs die Abfchnitte der- 
felben zwilchen den beyden parallelen Linien, und zwifchen B 


und dem andern Schenkel, in dem Verhältniffe von P zu Q. 


ftehn; eine Aufgabe, die grade fo aufgelöft wird ( Greg. I. 25.) 


Zulatz. Um durch den Punkt B eine grade Linie fo 
zu ziehn, daf fie auf den Schenkeln des gegebnen Winkels 
zwey Stücke AC, AD abfchneide, die fich wie P zu O vere 
halten, trage man auf den einen Schenkel AE=P, auf 
den andern AF=Q auf, ziehe EF, und damit paral- 
lel durch B, CD. Denn dann verhält fich wegen des 
Parallelismus diefer Linien, AC : AD = AE: AF * = 
BEL (Gem .].’36) 


vk 


a 
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Fig. 92, Zu drey gegebnen LinienP, Q, R, die vier- 
te Proportionaliinie zu finden 


Man bilde einen willkührlichen Winkel K, ünd 
trage von der Spitze K aus, auf dem einen Schenkel 
deflelben die erte und zweyte der gegebnen Linien, 
P=KA, Q=KB, und auf dem andern Schenkel die 
dritte Linie R=KC auf, verbinde dann die Endpunk.- 
te A, C der erften und dritten durch eine grade Linie, 
und ziehe mit deier dorch den Endpunkt B der zwey- 
ten eine Parallellinie BX. Das Stück KX, welches die. 
fe Parallellinieauf dem zweyten Schenkel abfchneidet, 
ift die gefuchte vierte Proportionallinie. 
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Denn da die Parallellinien die beyden Schenkel 


einander Proportional eintheilen, fo verhält fich KA: 


KB=KC:KX*, mithin P:Q =R : KX., E 


Bemerkung ı. So wie fich, unbefchadet des 
vierten Glieds, die mittlern Glieder jeder Proportion 
vertaufchen laflen, fo ift es auch für diefe Conftruction 
ganz gleichgültig, ob man die zweyte oder die dritte 
der gegebnen Linien, mit der erften auf demfelben 
Schenkel legt. Nur dafs man immer durch den End- 
punkt der erftern Linie, und der, welche auf dem andern 
Schenkel liegt „ die grade Linie ziehn. mufs, durch wel- 


che die Lage der Parallellinie beftimmt wird. 


Zieht man durch die Endpunkte der beyden Linien, 
welche in der Proportion die mittlern Glieder ausmachen, 
eine grade Linie BC, und mit diefer durch den End- 
punkt der erften eine Parallellinie AY, fo verhält fich 
KA:KB = RKY:KC und man erhält daier eine vierte Li» 


nie KY, welche mit den drey andern, nicht, wie unfere ` 


Aufgabe verlangt, direkt,- fondern verkehrt proportio- 
nal ift; und eine iolche Linie läfst fich daher auf diefe 
Art immer ganz leicht finden. ‘Eine andre Methode 
dazu haben wir in Aufgabe 3 kennen gelernt. * 


Bemerkung 2. Ferner iĝ es nicht nöthig, dafs 
man die drey gegebnen Linien auf den Schenkeln zu 
einerley Seite des Punktes K, EI. überhaupt von die- 
{fem Winkelpunkte an auftrage; vielmehr kann man 
fie ganz wiliküährlich legen, wenn nur die übereinflim- 
menden Endpunkte derLinien P, Rin zwey Parallels 


linien fallen. Denn auch in diefem Fall fchneiden 


“Afezfı 


Y7, Z. 2 


»V.3.& 


YAfg.3. 
2. 


e 
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zwey durch die Endpunkte der Linie.Q mit jenen pa- 
rallel gezogne Linien, vermöge Lehrfatz 7*, vom ge- 
genüberftehenden Schenkel ein Stück ab, welches zu 
den drey gegebnen Linien die vierte Proportionallinie 
it. Allein die oben angegebne Conftruction ift von 
allen die einfächfte. 


Bemerkung 3. Auch Lehrfatz 13. Folgerung 2 
führt auf ein ganz bequemes Verfahren, zu drey gegebnen 
Linien die vierte Proportionallinie zu finden, welches ich 
dem Lefer felbft zu entwickeln überlaffe. Eben Zo 
unfere Sätze über den Kreis, befonders Lehrfatz 24 
und 25, aus denen leichte und artige Methoden 


folgen. 


Bemerkung 4. Diefe Conftruction ift übrigens 
für die geometrifche Darftellung daffelbe, was die fo- 
genannte Regel de Tri für die Aritnmetik if, und für 
fie nicht weniger wichtig. In fo fern man einen jeden 

APB x AD 


Ausdruck wie folgenden als vierte Proportio- 


nalgröfse zu den Linien DE, AB, AD anfelın kann + 
dient diefes Verfahren, ähnliche Ausdrücke noch auf ei- 
ne andre Art in Lineargröfsen anzugeben, d. i. zu com 
firuiren, und bey geometrifchen Unterfuchungen noch 
auf eine andre Art zu überferzen, als wir diefes im Vo- 
rigen gethan haben *; nemlich durch vierte Proportio- 
nallinie zu den drey Linien DE, AB, AD; eine Ausle- 
gung, die indefs vermöge Lehrfatz 4 Folgerung 1. in 
der That mit der erftern zufammen fällt. 
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WER EGE ARTEN Qi 


Ein gezebnes Parallelogramm, oder ein gegeb- 
nes Dreyeck oder ein gegebnes Trapezoid, in eine Fi. 
gur von einer diefer drey Gattungen zn verwandeln, 
welche mit der gegenen gleichen Inhalt hat, und 
entweder über einer gegebnen Greuiclinie MN cht, 
Ger, eine gexebne Höhe ker. 


Alle einzelnen Aufecben, welche in diefer allge- 


D 


x 


meinen enthaiten find, lalen fich durch Auffndung ei- 

ner vierten Proportienaliinie auflöfen, und mithin auf die 
vorige Aufgabe zurückführen, find aber, wie fie hier 
ausgedrückt werden,unbeftimmnit. Denn der Inhalt des 
Varallelegramms wird durch das Produkt aus der 
Grundlinie in die Höhe beftimmt, ‚der Inhalt des Drey- 

ecks durch die Hälfte diefes Produkts *, und der In, * e 
halt des Trapezotds durch das Produkt aus der Höhe 

in die halbe summe beyder Grundlinien *. Sol. » D 
len folglich. zwey Figuren diefer Gattungen glei- 
chen Inhalt haben, fo müflen zwey folche Produkte 
gleich feyn, wodurch eine Propoitionalitätzwilchen den 
Grundlinien und Höhen beyder gegeben wird *, bw UI AV. 3.2 
aber find von der gegebnen Figur, die Grundlinie und 

die Höhe bekannt, und von der zweyten {foll entweder 

die Grundlinie oder die Höhe gegeben feyn. Folglich 
kennt man in dieler Proportion drey Glieder, , and 
fucht man aus ihnen, nach der vorigen Aufgabe, die 
vierte Proportionallinie, fo findet man auch der ge- 
fuchten Figur Grundlinie oder Höhe, wodurch jedoch 

diefe Figur nicht völlig betimmt wird. 
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Nach diefem Fingerzeig entwickle und löfe der 
Anfänger felbft die einzelnen Aufgaben auf, die. in 
diefer allgemeinen enthalten find, Hier, zum Beyipiel, 
nur ein Paar. 


Fig. 75. Das gegehne Parallelogramm ABCD in ein Parallelo- 
gramm über die gegebne Grundlinie CI zu verwandeln. 
Man fuche die Höhe DK des gegebnen Parallelo- 
* E 3. gramms *, und zu CI, Ch, DR die vierte Proportio- 
nallinie, fo ift diefe die Höhe des gefuchien Parallelo- 
se, La, gramms * , und errichtet man auf CI ein Perpendikel, 
trägt darauf IL, dieier Höhe gleich, und zieht durch 
L eine Parallellinie mit CI, fo fchneiden je zwey Pa- 
rallellinien durch C und Iein Parallelogramm ab, wel- 
ches der Aufgabe genüge thut. Diefe Aufgabe ift alfo 
unbeflimmt, weshalb unzählige Parallelogranıme ihr ge- 
nüze leiten. Beftimmt wird fie, fo bald noch der 
Winkel gegeben ift, unter dem diefes Parallelogramm 
beichrieben werden foll, wie in Aufgabe 3., und die. 
fes it, wenn nach Rechtecken gefragt wird, immer der 

Fall. 
Hätte das Parallelogramm ABCD in ein Dreyeck über 
CI verwandelt werden follen, fo fey die Höhe des ge- 
fuchten Dreyecks h. Dann wird der Inhalt des Paralle- 
logramms ausgedrückt durch BC x DK, des Dreyeck$ 
e o. durch SCT xh *, und da beyde gleich feyn follen, mufs 
BCxDK=zCIxhfeyn, folglich fich verhalten 
ey,.3,y3C1:BC=DK:h *% Man fuche alfo die vierte Pro- 
portionallinie zu 3CI, BC, DK, fchneide auf dem 
Perpendikel auf CI, diefer Linie gleich IM ab, und zie- 
be durch M mit CI eine Parallellinie; fo ift die Pa- 
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rallellinie der Ort der Spitze des gefuchten Dreyecks*, * 2, Z- 
und die Aufgabe ebenfalls unveftimmt, etc. 


AUFGABE 9. 


Zu zwey gegebnen Linien P, Q`; als äufsere 
Glieder einer Proportion, ‚zwey andre Linien Y, X, 
deren Unterfehied oder deren Summe einer gegebnen 
Linie N gleich ift, als mittlere Glieder der Proportion 
zu finden. 


Man ziehe willkührlich zwey Linien, welche dich ES. 66, 
im Punkte F rechtwinklig durchichneiden. d? 


Im Fall des Unterfthieds trage man zu entgegenge- 
fetzten Seiten des Punktes F auf die eine diefer Linien _ 
FA=PundFB=0Q, und auf die zweyte Linie FH 
= N. Halbire AB und FH, und errichte auf beyden 
Linien in den halbirenden Punkten Perpendikel. Der 
Punkt C,”wo diefe Perpendikel fich durchfchneiden, 
ift der Mittelpunkt eines Kıeifes , der mit AC "als 
Halbmeffer beichrieben, auf der zweytenLinie die bey« 
den gefuchten Linien FD, FE abfchneidet, 


Denn da diefer Kreis vermöge der Conftruction 
durch die Punkte A und B geht, fo find AB, DE Seh- 
nen, dech im Punkte F durchfchneiden, folglich 
FA:FE=FD:FB*: und da das Perpendikel aus dem *aaf.1z 
Mittelpunkte C die Sehne DE halbirt, auch EF = HD 
und mithin FD—FE=FH=N, 


Im Fall der Summe trage man FA = Pund FB = Q 
zu einerley Seite des Punktes F auf, und verfahre. im 


430 = sivcH Il 


übrigen wie vorhin.  Durchfchneidet dann die Kreis- 
linie, die durch AundBgeht, die zweyteLinie in den 
Punkten D, E, fo find jetzt-AB, DE Sehnen, die ver- 
längert im Punkte Fich durchfehneiden, folglich wie- 
Tal derum FA: FE=FD:FB*, jetzt aber FD-+ FE = FH 
= N. | 
In diefem Fall wird jedoch der Kreis die zweyte 
Linie nur dann durchfchneiden, wenn die Summe der 
 beyden Abfchnitte FE + FD =N gröfser it, als das 
Zweyfache der Tangente, die aus F am Kreife gezo- 
Fastäa gen wärd *; oder, da das Quadrat diefer Tangente 
¥ 22. 2, gleich ift dem Rechteck FAx FB *, nur dann, wenn 
N2>4.FAxFBif. It N kleiner, fo wird die:Auf- 
gabe unmöglich. 


Bemerkung rt, Da das Rechteck aus der mitt- 
lerm von vier Proportionallinien, ftets dem Rechteck 
aus den äufsern gleich, mithin in diefem Fall (N — 
FE) x FE =P x Qift; fo läuft diefe Aufgabe auf eins 
mit folgender hinaus: „Zin Rechteck von gegebnem In- 
halt, zu befchreiben, wenn entweder der Unterfchied , oder 
die Summe zweyer anliegenden Seiten defjelben gegeben ifte 
Noch eine andre Form und Auflöfung derfelben, findet 
fich in Aufgabe 18. 

Bemerkung 2. Woes überhaupt auf Gleich- 
heit von Rechtecken ankömmt, wird diefe Conftruc. 
tionsart vermittelft des Kreifes, mehrentheils mit Vor- 
theil gebraucht werden. 


Zufatz. Sind die beyden gegebnen Linien P und 
Q gleich, fo geht die gefuchte. Proportion, in diefe 
P:X=Y:P, und daher unfere Aufgabe (da es gleich- 
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gültig ift; ob die gefuchten Linien innere oder äufse- 
re Glieder in der Proportion ausmachen, in folgende 
über: 

Wenn eine mittlere Proportionallinie P, und von den 
beyden andern proportionalen Linien, entweder die Summe, 
oder der Unterfchied N gegeben find, diefe Linien felbfs 
zu finden. 


Oder ` Ein gegebnes Quadrat Pi in ein Rechteck zu 
verwandeln, von deffen beyden anliegenden Se die Summe 
oder der Unterfchied N gegeben ift. 


Oder endlich: Auf einer gezebnen graden Linie N, 
oder auf deren Verlängerung, einen. Dante zu beflim- 
men, dafs das Rechteck aus den beyden Abfehnitten, einer 
gegebnen Quadrate “P2 gleich fèy, 


Diefe drey Aufgaben fragen, nur unter verfchied. 
ner Geitalt, nach ein und daffelbe, und find ein ein: 
zelner Fall unferer allgemeinern Aufgabe, Dadurch 
dafs für fie die gegebnen LinienP=FA, undQ@=FB v.7 * 
gleich find, wird die Conftruction in beyden Fällen 
beträchtlich vereinfacht. 


Im Fall des Unterfchieds befchreibe über FH — N Fig, a 
als Durchmefler einen Kreis, welchen FA = P berührt, 
und ziehe von A durch den Mittelpunkt eine grade Li- 
nie, welche den Kreis in D und E durchfchneide, fo 
find AD, AE die gefuchten Linien. Denn es it AD 
x AE = AF? = 2 und AD = AF N. 


Im Fall der Summe befchreibe über FH = N eiu 
nen Halbkreis, ziehe mit FH in einer Entternung 
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gleich P, eine Parallellinie, und fälle vom Punkte, 
wo fie den Kreis durchfchneidet, ein Perpendikel IK 
auf den Durchmeffer, fo fchneidet dieles auf dem 
Durchmefler die beyden verlangten Abfchnitte FK, KH 
ab. Denn es it FK x KH= IR? = P?, undFK- KH 
== EH = N, 


AUFGABE IO. 


Wenn zwey Rechtecke, aus den Linien A, B 
und P, Q, gegeben find, eine Linie zu finden, zu 
welcher fich eine Seite des einen Rechtecks, wie der In- 
halt beydër Rechtecke zu einander verhält. 


Gefetzt es fey X die Linie, zu welcher die Seite 
A in dem Verhältniffe des Inhalts bevder Rechtecke 
fteht, AXB:PxQ=A:X; fo ift däs erfte Verhält- 
en, f, 2. nifs auch gleich dem Verhältnifs AxB:X x B *; folg- 
lich, da die Vorderglieder gleich find; müflen’es auch 
SV. 3, e die Hinterglieder Ten, PxQ=XxB*, oder es muf; 
*V, 3y fich verhalten B:P=Q:X *, 
` Man fuche alfo zu der einen Seite des einen, und 
zu den beyden Seiten des andern Rechtecks die, vierte 
x Afg.7: Propostionallinie*, fo verhält fich zu diefer die andre 
Seite des eritern, wie der Inhalt beyder Rechtecke, 
oder A:X=AxB:PXQ. 


Bemerkung. Auf ‘diefe Art findet man zwey 

Linien, die im zufammengefetzten Verhältnifs zweyer Paar 

+ V, 6. gegebner Linien flehn, A:X=(A:P)+(B:Q)* Sind 
die gegebnen Verhältniffe gleich, fo ift A:X=2(A:P) 
—=A2;P?undA:P=P:X, da denn diefe Auföfung 

in 
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in die übergeht, weiche wir in Aufgabe 12 für delen 


H 
12. E 2e 


Fall haben werden, *, 


AUFGABE 1I, 


Zwey Linien darzuftellen, deren Verhältni/s aus 
den gegebenen Verhältuifjen dreyer Paar Linien A, PC 
und P, Q, R zufammengefetzt ift, oder die fich wie 
die Produkte dreyer Linien, zu den Prodakren dreyer 


andrer Linien * verhalten. N. 
Gefetzt Y nnd X find die beyden gefuchten-.inien, 
fo foll fich verhalten Y:X=A xBxC:PxQxR oder 
a8 D * Es KA LG, 
Siet $ E R . Setzt man folglich Y = 2 " 


A 
und X = See? fo erhält man gewifs zwey Linien in 
dem gefuchten Verhältnifs, und von diefen Linien ift 
dann die Zine die vierte Preportionallinie zu P, B, 
C, und die Andre die vierte Proportionallinie zu A, 
Q, R w i Z. 


Zufatz I. Soll, wie in der vorigen Aufgabe, 
eine der gegebnen Linien, z. B. A, das Vorderglied des 
gefuchten Verhältnifles feyn , dich folglich verhalten 
AXBXxC:PxQxR=A:X=AxBxC:XxBxC*, EA: 
fo mufs, wegen Gleichheit der Vorderglieder, P x Q x R 
=XxB z C, mithin Bx C:Q x R= P:X feyn. Denkt 
man fich daher eine Linie Z fo, dafs fich verhalte B : Z 
= P:X mithin auch BxC:ZxC=P:X, fo mufs die- 
fe Linie fo befchaffen feyn, dafs QxR=ZxC*, ER 
folglich C:Q=R:Zift. — Sucht man daher zu CG, 

Ee 
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Q, R die vierte Proportionallinie Z, und darn zu B, 
Z, P abermals die vierte Proportionallinie. Io erhält 
man die gefuchte Linie X, zu welcher A in dem ver: 
langten Verhältniffe fteht. 


Zufatz JI. Ueberhaupt mögen noch fo viel 
Verhältnifle gegeben feyn, und man fucht ein Verhält- 
nifs G: X, welches aus allen diefen gegeinen Verkältniflen 


. zufammengeletzt ift, (o findet man diefes durch fortge. 


"V.4o6. 


. Fig. 92, 


x V. Se 


Fig; 88 


fetzte Auffindung vierter Proportionallinien a, b, e 
Sg e" ZBE > 
De, GE 
eg: ä 

CFR ISa N 
fo it, wenn man zufammenfetzt G: X = (A: DAF 
(B:Q) -4+ (C:R)=AxBxC:PXQxR*. 


A: 
B: 
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Zu zwey gegebnen Linien P, Q die dritte 
Proportionallinie zu finden. 


Diefe Aufgabe fordert eine ftetige, Proportion 
zu denken, worin die mittlern Glieder beyde der ZEN e 
ten gegebnen Linie gleich find *, und zu diefer die 
vierte Proportionallinie zu finden, Man wiederhole 
daher die Conftruction der fiebenten Aufgabe, nur dafs 
man jetzt Q = RB auf beyde Schenkel des Winkels 
K auftrage, und man ziehe AB’ und damit parallel BC, 
fo it RC die gefuchte dritte Proportionallinie. 
es verhält ich KA:RB= KB: EC, 


Denn 


Oder feize auf dem Endpunkte von P=AD, die zwey- 
te Linie Q'= DF fenkrecht, ziehe AF, und errichte 
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darauf im Punkte F ein Perpendikel.. Wenn diefes 
die verlängerte AD im Punkte B durchfelneidet, fo 
ift BD die dritte gefuchte Proportionallinie, Denn es 
ift dann AD:DF= DE:DB*, 

Oder bef[chreibe einen Kreis, trage P und Q von Fig, 63, 
demfelben Punkte A aus als.Sehnen hinein, und ziehe 
vom Endpunkt der einen eine Parallellinie mit der 
Tangente durch A, fo if das Stück AM oder Ay, wel- 
ches diefe Parallellinie auf der andern, oder auf deren 
Verlängerung abfehneidet, die dritte Proportionallinie ` 


zu den beyden Sehnen $, 24. for 


Und folcher Auflöfungen mehrere, die fich ohne 
Schwierigkeit aus unfern Sätzen über den Kreis aushe- 
ben lafien. 


Folgerung ı. Dazu den Zahlausdrücken der Fig. 33. 
beyden Linien KA, KB die dritte Proportionalzahl 
KB2, KW 
oi ft*, fomufs diefes auch der Zahlausdruek für "V3 æ, 
die dritte Proportionallinie KC feyn, Folglich dient 
diefe Conftruction einen folchen Ausdruck in Lineargrö- 
Leen anzugeben, d. i. zu pconfiruiren: und man ift um- 
‚ gekehrt berechtigt bey geometrifchen Unterfuchungen 
einen folchen Ausdruck durch dritte Proportionallinie 
zu den Linien KA und KB zu übeıfetzen. 


Folgerung 2, Setzt man die gleichen Verhält- 
nifle in diefer ftetigen Proportion zufammen *, fo fieht * V. 
man, dafs fich verhalte KA : KC = 2 (KA: KB )= KA2 
:KB2, d. h.dafs das Verhältnifs der erfien zur dritten Pros 

Ee 2 
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portionallinie noch einmal fo hoch, als das Verhältnifs der 

erflen zur zweyten, oder dem Verhältnifle der zweyten 

Potenzen aus den Zahlausdrücken diefer Linien, mit- 

hin dem Verhältnijfe der Quadrate über dieje Linien, gleich 
42.2.1 *. 


a) Um folglich zwey Linien zu bilden, die fich wie 
zwey gegehne Quadrate verhalten, braucht man nur zu 
den Seiten dieler Quadrate die dritte Proportionallinie 
zu finden ; 


E und umgekehrt findet man die Seiten zweyer Quae 
drate, die fich wie zwey gegebne Linien verhalten, wenn 
man zwifchen diefen beyden Linien die mittlere Pro- 

sAfg. 13 portionallinie bildet *; wichtige Bemerkungen, von 
denen wir im folgenden Buche häufig Gebrauch ma- 
chen werden, 


Folgerung 3. Fährt men in der angegebnen 
Conftruction fort, trägt ferner KC’ auf den zweyten 
Schenkel auf, und zieht CD parallel mir BC, fo ift 
wiederum KD die dritte Proportionallinie zu KB und 
KC; trägt man weiter KD auf den andern Schenkel 
und zieht D'E parallel mit CD, eben fo KE die dritte 
Proportionallinie zu KC und KD u. tt 


Auf diefe Art läfst fich folglich eine ganze Reihe 
fletig proportionaler Linien KA, KB, KC, KD etc. bilden, 
wo jede die dritte Proportionallinie zu den beyden vor- 
hergehenden, und die mittlere P:oportionallinie zwi- 
fchen der nächft vo.hergehenden und folgenden ift, fo 


dafs fich verhält Ka. Ki KB: KC =KC KD = KD: 
e: RE etc. £ 
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Setzt man diefe ftetigen Verhältniffe Schrittweife 
zulauımen *, fo erhält man “V6. 
KA : KC = 2 (KA: KB) = KA2:KB2 
KA : KD = 3 (KA : KB) = KA3: KB3 
KA : KE = 4 (KA : KB) = KA*4 : KBt etc. 
Man wird daher durch diefe Conftruction im Stande 
gefetzt Linien zu bilden, welche fie wie irgend zwey Poten. 
zen von gleichem Grade aus den Zahlausdrücken zweyer 
gegebner Linien KA, KB verhalten, 

Allein wenn zwey Linien, wieKA, KE gegeben 
find, die Linie KB zu finden, fo dafs KA: KE fich 
z.B. wie RA4:KB4 verhielte, dazu erhalten wir durch 
diefe Conftruction kein Mittel. 


Anmerkung ı. Andere Mittel eine ganze Reihe folcher 
ftetig proportionaler Linien zu bilden, giebr Lehrfatz 24. Folgerung 
1, und Lehrfatz 25. Folgerung 3 an die Hand, und wer diefe 
Conitruction intereffanr findet, wird fie ohne Schwierigkeit daraus 
entwickeln können. Die leichtefte Methode, verfpare ich für das 
folgende Buch. 


Anmerkung 2, Um ein gegebues Quadrat in ein Recht- 
eck, oder in ein Dreyeck etc. über gegebner Grundlinie zu verwan- 
deln, mufs man "auf eine ähnliche Art, wie in Aufgabe 8, zur 
gegebnen Grundlinie und zur Seite des gegebnen Quadrats eine 
dritte Proportionallinie fuchen. Diefes drückt z. B. Targnet fol- 
gendermafsen aus: ad datam rectam AB, datae rectae M quadra- Fig. 93. 
tum facile eft applicare, inveniendo rectis AB, M tertiam pro- 
portionalem CD et rectangulum ABCD confirnendo, Eft enim dato 
quadrato M2 aequale rectangulum, ad rectam AB applicatu m”, Afs, 3. 

a 1 
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1) Zwifchen zwey gegebnen graden Linien P _ 
, : : at iv. 
und Q eine mittlere- Proportionalliinie zu finden, und 
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2) zwifchen einer graden Linie AB und einem 
gegebnen Ahlchnitt derfelben AD, eine mittlere Propor- 
tionallinie darzuftellen. 


1) Man trage die beyden gegebnen Linien aufeine 
willkührlich gezogne grade Linie nebeneinander, 
AD = Pund DB = Q, befchreibe um die Summe bey- 
der AB als Duschmefler einen Halbkreis, und errichte 
auf AB im Punkte D ein Perpendikel. Durchfchneidet 
diefes den Kreisbogen im Punkte E, fo iff DE die ge- 
Juchte mittlere Proportionallinie. , Denn es verhält fich 
dann vermöge der Natur des Kıeifes AD:DE = DE; 

Y22.£.1& DB *, 


2) Soll zu AB und dem Abfehnitt AD diefer Linie, 
die mittlere-Proportionallinie gefunden werden, fo be. 
fchreibe man wiederum um die ganze Linie AB als 
Durchmefler einen Kreis, emichte in D das Perpendi- 
kel DE, und ziehe von Punkte E, wo diefes die Kreis- 
linie durchfehneidet, nach A eine Sehne AE, fo if} die, 
fe Sehne die gefachte mittlere Proportionallinie. Denn ver- 
möge der Natur des Kıeifes verhält fich dann AD; AE 

Saz, 24 = AE:AB.*. 

Oder man’befchreibe um AB irgend einen beliebi- 
gen Kreisabfehnitt, ziehe durch A eine Tangente an 
demfelben, da mit durch D eine Parailellinie, und nach 
dem Punkte F, wo diefe den Kreisbogen durchfchnei. 
det AF, fo it AF,die gefuchte mittlere Proportio- 

*25.f.3. nallinie * 
Oder man befchreibe on den übrigen Theil DB 


der gegebnen Linie, als Sehne, oder Duschmeffer, 
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einen Rreis, und ziehe an diefen vom Punkte A aus 
eine Tangente AG, fo ift AG die gefuchte mittlere Pro- 
portionallinie *, Zaatë 


Eolgerung. Die mittlere Proportionallinie zwifchen 
zwey Linien, kann nie gröfser feyw, als die Hälfte der 
Summe beyder Linien, Denn kein Perpendikel auf dem 
Durchmeffer, das bis an die Kreislinie reicht, kann 
sröfser feyn als der Halbmefler. Und fo folgt auch 
aus der Conftruction, deier aus der Arithmetik bekann, 
te Satz. 


Bemerkung I. Da zu den Zahlausdrücken 
zweyer Jinien P,- Q die mittlere Proportionalzahl 
vV (P xQ)ift *, fo mufs diefe auch der Zahlausdruck * V, $i 
für dıe mittlere Proportionallinie M Leen, Ein Aus- 
druck, wie S (P si, di eine Onadratwurzel, läfst 
fich daher mittelft des Verfahrens in diefer Aufgabe in 
Lineargröfsen darftellen, und folglich durch Verbin- 
dung derfelben mit den Verfahren der vorigen Aufga- 
ben, jede reine Quadratifche Gleichung ceonflruiren. Was 
die Confruition einer unreinen quadratifchen Gleichung be. 
trifft, fo verfpare ich fie für die Bemerkungen am En- 
de der Planimetrie. 


Bemerkung 2, Ift M die mittlere Proportio- 
nallinie zwilchen P und Q, fo verhält fich P: M = M:Q, 
und P:Q = P2: M2 = M2: Q2, wie wir fchon in der vo- 
tigen Aufgabe bemerkt haben *. GT 
x) Sind vier Linien proportional, A:B = C: D, und d 
man mmmt zwifchen den erfen A, B und zwifeben den letz- 
sen C, D mittlere Proportionallinien M, N, fo find auch 
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diefe mit den Vordergliedern, und eben [fo mit den Hinter 
gliedern der gegebnen Proportion , proportional, Denn 
es verhält fich A : B = A2: M2 = M2 : B2 und C: D = 
C2: N2 = N2: D2., Wenn alfo die vordern Verhältniffe 
gleich find, fo find es auch die hintern, A? ` M? = 

+4 f. 2 C2: 5.2, alfo auch A:M=C:N *: oder M : B= N:D, 
oder A:M = N:D. 


B) Grade fo find in gleichen Verhältnifen A : B = 

C:D die dritten Proportionallinien P, Q mit den Vorder- 

gliedern , und folglich auch mit den Hintergliedern pro- 

portional. ‚Denn es verhält. fich A2:B2 A Pond 

Ar C?:D2=C:Q*%,mithnA:P=C:QundA:C=B:D 
=P:Q, 


oi. Daim Kreijedie Tangente die mittlere Propor- 
tionallinie zwifchen einer verlängerten Sehne und der 
*22.£.19 Verlängerung it, AE:AG= AG:AF *, fo verhält fich 
immer AE: Alè = AE2: AG? und auf diefe Art laffen 
fich andere brauchbare Sätze mittelft dieler Bemerkung 

aus unfern Lehrfätzen ableiten. 


Bemerkung 3. Sucht man ert zwifchen zwey 
gegebnen Linien P, Q, die mittlere Proportionalli- 
nie M, urd fährt dann fort zwifchen P, M und zwi. 
fchen M, Q mittlere Proportionallinien zu fuchen , fo 
erhält man’ zwifchen!P, Q, 2+1, d. i. drey, und fährt 
man mit diefen wieder eben fo fort, A 3, d. i, fien 
ben mittlere Proportionalliñien u. f. f. Aber anf zwey, vier 
oder fünf mittlere Proportionallinien Eër man durch dies 
fe Confiruction nicht, Jene geben Confiructionen von 


Wurzeln d vierten, achten, fechzehnten Grades u. f, f, 
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Diefe würden Conftructionen von Wurzeln des dritten, 
fünften Grads, u. f. f. an die Hand geben; allein zu 
folchen Conftructionen reicht die Elementargeometrie 
nicht bin, Man lefe deshalb Lehrfatz 22 Zufatz 4, 


Lehrfatz 24: Folgerung 2, und die Bemerkungen am 
Ende diefes Werkes nach. 


A DS GAS E 14. 


Eine gegebne gradelinige Figur in ein Qua- 
drat zu verwandeln. 


Diefes gefchieht durch Auffindung mittlerer Pros 
portionallinien, und alfo durch die Verfahren der vori« 
gen Aufgabe, durch welche man jedesmal die Seite des 
gefuchten Quadrats, und zwar auf verfchiednen Wegen, 
finden kann, 


ei Bev einem gegebnen Rechteck ABCD, fuche Fig. 94, 
zwifchen den beyden anliegenden Seiten AB, BC die 
mittlere ProportionallinieM, fo it M7 = ABxBC*, E 
folglich das gefuchte Quadrat. Ria 


Bi Bey einem gegebnen Parallelogramm, fuche 
eben fo zwifchen der Grundlinie, g, und Höhe, h; — 
bey einem gegebnen Dreyeck zwifchen der Grundlinie, 
g, und halben Höhe, 3 h; — und bey eine gegeb- 
nen Trapezoid zwilchen der halben Summe beyder 
Grundlinien, 3(G-+g), und der Höhe, h, die mitt- 
lere Proportionallinie M, fo ift diefe die Seite des ge- 
fuchten Quadrats. Denn es ift dann M2 im erften Fall 
gleich gh, im zweyten $ gh, im dritten Z (G+ g) h, 
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und diefes find die Zahlausdrücke für den Inhalt der 
*.u.6, drey gegebnen Figuren *, 
y) Andere unvegelmäfsige Vielecke verwandle man 
¥Afg, 1, erf in ein grofses Dreyeck *, fo laffen auch fie fich 
nach 2 in ein Quadrat von gleichem Inhalt umbilden. 
Und diefes it eine von den Conftructionen , auf die 
wir uns in den Folgerungen zu Lelırfatz 20, und bey 
den fernern geometrilchen Oertern ; oft bezogen 
haben, 


Folgerung. Iedes gradelinige Vieleck lafst fich alfo 


im eigentlichen geomerrifchen Sinn quadriven, 
d E ` 
Anmerkung. Der Ausdruck eine Figur guadriren oder 


ie Qundratur einer Figur finden, läfst fich mm geumetrijchen 
oder im aritzmetifchen Sina nehmen. ` In jenem, welcher der 
eigentliche und urfprüngliche it, bedeuter er: ein gadrat gro. 
gueirifch darftellen , weiches mit der Figur gleichen Inhalt hat, 
und das können wir bey jedem gradelinigen Vieleck vermitrelft 
á dicfer Conftruction bewerkftelligen. In diefem, dem orit bet Zi ben 
Sinn, bedeutet er. „einen Zahlausdruck für den Inhalt, der Figur 
E A Zoin Flackeneinbeiten (Onadraten*) finden, wenn man den Zait, 
ausdruck gewiffer Linien , in ibr in Lineareinbeiten ken«t.” Aus 
der geonstrifchen Quadratur folgt daher leicht die arichmetifche, 
nicht aber umgekehre,; denn das bilden eines Quadrats dem ge- 
Copien Zahlausdruck gemäßs, darf man wohl kaum eine geome- 
trifche Conftruction nennen, — Man fieht hieraus, was die Qua- 
dratur des Kreijes, und die Ouadratur der Curven fagen Sea. d 
Di: arirhmetifche Quadratur ilt jm Grunde nichts anders als die 
Berechnung der Figur, d. h. die Beftimmung des Zahlausdrucks 
für ihren inhalt, aus dem Zahlausdruck der Seiten, und da die- 
fes für die Anwendung das eigentlich brauchbare und wichtige ift 
fo pfiegt man, mit feitnen Ausnahmen, diefe Beltimmung des In- 
halts, oder die arıchmetifche Quadratur zu verftehn,, wenn man 
von Quadratur des Kreifes oder der Curven Spricht. 
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Ein Quadrat zu bilden, welches der SummeFig ge, 
zweyer oder snchrerer gegebner Quadrate gleich ijt 


el Man befchreibe einen rechten Winkel A, 
trage auf feine Schenkel die Seiten der beyden ges 
gebnen Quudrate AB = Mund AC=-N auf, mp 
ziehe EC, fo if diefe Linie die Seite des Quadrats, wel- 
ches den beyden Quadraten über M und über N zu- 
fammengenommen gleich it. Denn BAC ift vernöge 
der Conftruction ein rechtwinkliges Dreyeck, folglich 
dem Pythagoreifchen Lehrfatz zu folge BC? = Ab? + > 
AC? = M? 4+ N? *, | 

G) Soll das gefuchte Quadrat den drey Quadraten 
über M, N, P gleich feyn, fo errichte man aufs neue 
im Punkte C auf AC ein Perpendikel, trage auf diefes 
CD =P auf, und ziehe BD, fo it BD? = BC? A 
CD? = M? + N? + P2, alfo BD die Seite des gefuch- 
ten Quadrats, 


CH 


e) Grade fo fährt man fort, wenn man ein Qua- 
drat fucht, welches vier, oder fünf oder mehreren ge- 
gebenen Quadraten zufammengenommen gleich ift, 
indem man Schrittweife die Seiten der Quadrate fucht, 
welchem vier, fünf, fechs u, f. f. der gegebnen Qua- 
drate zufammengenommen gleich find, 


Zufatz In Auf diefe Art laffen fich alfo auch Fig, 86. 
Schrittweife Seiten von Quadraten finden, welche den dop- 
pelten, dreyfachen, vierfachen Inhalt u, f. f. eines gegebnen 
Quadrats Mi? haben, dergleichen die fogenannte Flächen» 


feite des Vifirfiaabs zum elleng cylindrifcher Gefäfse, oder 
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von Tonnen angiebt. _ Zu dem Ende trage man auf 
beyde Schenkel des rechten Winkels, AB und AB 
gleich M; d. i. gleich der Seite des gegchnen Quadrats 
auf; fo wird BB’ die Seite des doppelten Quadrats, 
2 M2, Mit deier fchneide man von A aus, A2= BP’ 
ab, {fo ift B2 die Seite des dreyfachen Quadıatr 3 M2 
Schneidet man mit dieler wieder A3 = B2 ab, und 
zieht B3, fo erhält man die Seite des vierfachen Qua- 
@rats 4 M2, mit derman wieder Ag abfehneide, u. Ltb 
Und fo erhält man einen Maafsftab AE, vermöge. def- 
fen man den Inhalt jedes gegehnen -Quadrats fogleich, 
aus deffen Seite, mit dem Inhalt des bekannten Qua- 
Grats M2, vergleichen kann. Man. falle die Seite mit 
dem Zirkel, und, trage fie auf AE von A aus auf, 
Schneidet fie da z. B. die Länge As ab, fo ift der 
Inhalt jenes Quadrats das Füntfache vom. Inhalt des 
Bekannten. Kleinere Abtheilungen in Hälften, Vier- 
tel ete., iaflen {ich mittelft der folgenden Aufgabe 
finden. 


Zufatz IE. Wollte man ein Quadrat haben, 
welches das Zwanzigfache eines gegebnen ift, fo fuche 
man erft das doppelte Quadrat, aus diefem das Vier- 
fache, und aus diefem fammt dem Gegebnen, das Fünf 
fache. Aus den Fünffachen findet man das Zehnfache, 
und aus diefem das Zwanzigfache. 


AUFGABE 16, 


Fig. 87. Ein Cuadrat zu bilden, welches dem Unter- 


Jchiede zweyer oder mehrerer gegebnen Quadrate 
gleich ifi. 
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&) Man befchreibe wiederum einen rechten Win- 
kel A, trage auf den einen Schenkel deffelben die Seite 
des kleinern Quadrats N = AC auf, und befchreibe 
mit der Seite des gröfsern M, als Halbmeffer, um D als 
Mittelpunkt, einen Kreisbogen. "Schneidet diefer den 
andern Schenkelin B, fo ift AB die Seite des gefuch- 
ten Quadrats. Denn das lo befchriebne Dreyeck ift 
rechtwinklig, und deshalb Ab? = BC == AC? = * 
M2 — N?, 

R) Soll das gefuchte Quadrat dem Unterfchiede 
zweyer Quadrate N? und P2 von Mi gleich feyn, fo 
fuche man wieder auf diefelbe Art den Unterfchied 
von AB2 und F2 u. f. f., fo dafs man alfo auf-diefe Art 
beliebig viel Quadrate, von einem Gegebnen, welches grö- 


Ger if} als alle zufammmengenommen, abziehn kann, 


Zufatz, Auf diefelbe Art bildet man ein recht. 
winkliges Dreyeck, wenn die Hypotenufe M und eine der 
Katheten N gegeben find; welches fich auch folgender- 
maafsen bewerkftelligen läfst: befchreibe über die Hy- 
potenufe M einen Halbkreis, und um ihren Endpunkt, 
mit der gegebnen Kathete N einen Kreisbogen. Wo 
diefer den Halbkreis durchfchneidet, da ift die Spitze 


des gefuchten rechtwinkligen Dreyecks. ` Denn der 


VR? 


Halbkreis ift der Ort der Spitze *, und der angegebne Ta 26. 


Punkt der, welcher durch die gegebne Gröfse der 
Kathete beflimmt wird. 


So kann man folglich rechtwinklige Dreyecke be- 
Schreiben, wovon die eine Kathete die Hälfte, oder das 
Drittel, oder das Viertel der Hypotenufe if ere, 
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Anmerkung, Da fich jedes Vieleck in ein Quadrat ver- 
*Afg.ı4. wandeln läfst *, fo findet man mittelft des Verfahrens in deier 
und der vorigen Aufgabe ohne Schwierigkeit ein Quadrat, 
welches die Summe oder dem Unterfebiede gegebner gradeliniger 
Figuren gleich if; Confttuctionen, auf die wir uns ım letzten 

Theil des dritten Buchs mehreremal bezogen haben, 


AUFGABE 17 
Fig, 85, Ein Quadrat zu befchreiben, zu welchem. ein 
gegebnes Quadrat Ai", in dem, Verhältniffe ziweyer 
gêgebnen Linien P, Q fieht. 
"Nimmt zwifchen den gegebnen Linien P; Q die 
mittlere -Proportionallinie V, fo verhält fich P : Q = 
*13.B.2, P2: V2*, Folglich ftehn die. Quadrate über P und V 
in demfelben Verhältnifs als das gezebne ond das &e- 
fuchte Quadrat, weshalb auch ihre Seiten proportional 
SA 63. find E, Mithin ift die Seite des geluchten Quadrats die 
vierte Proportionallinie zu DN und AB. 

Diefe beyden Operationen laffen fich 'indefs in- 
einander ziehn, und auf foiche gefchickte Zufammen- 
ziehungen beruht die Eleganz geometriicher Auflöfun- 
gen, nalen häufig, wie auch hier, . geometrifche 
Theoreme den Weg zeigen. 

Trage 2. B. auf eine beliebige Linie AD = P und 
AB = Q auf, befchreibe über AB einen Halbkreis, 
errichte in D ein Perpendickel, welches den Kreisbo- 
gen in F durehfchneide, und’ziehe AF, fo verhält fich 

winkae AB2: AB? = AD: AB * Tirägt man daher auf AF 
von A aus, die Seite M des gegebnen Quadrats auf, 
AG =M, zieht FB, und damit parallel GH; foit GH 
die Seite des gefuchten Quadrats., Denn wegen des 
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Parallelismus diefer Linien verhält fich AF: AB = AG 

:AH, d h = M< AH, -mithin auch M? : AH? = 

AF?:Ab2 = *P:Q, Fuß, 
Noch andre Conftructionen laffen fich aus Lehrf 12. Folge. 2, 

der und Lehrfatz 22, Zufarz 1. Ês o: und ‚nicht minder ele- 

gante von ganz andrer Art, aus Lehsüürz ze Pole, 3, Lehrfatz 20. 

Zufatz e, und aus dem fchönen Ort am Kreife in Lehifarz 20, . 

Z.fatz 7 herleiten, welches ich dem Leier, dem diefes Vergnü- 

gen machen wird, felbft überlafle. 
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Eine gegebne grade Linie AB fa zu verlängern, Fig. oe, 
dafs das Rechteck aus der verlängerten Linie AF, und 
der Verlängerung BF, dem Rechteck aus zwey ge: 
gebnen Linien P und Q gleich, oder AFX BF=PX Q 
Jon, ` 

Nimm zwifchen P und Q die mittlere Proportio- 
nallinie M, fo {oll AF x BF ss AS feyn. Befchreibt 
man folglich über AB einen Halbkreis, fo kümmt es 
darauf an, eine berührende Linie fo zu ziehn, daís die 
verlängerte AB ein Stück von ihr, gleich M, ab- 
fchneidet. Zu dem Ende ziehe dorch B eine Tangente, 
mache BD = M, und fchneide vom Mittelpunkte .C 
aus, auf der verlängerten AB, CF = CD.ab, fo if 
BF die gefuchte Verlängerung. 

Denn zieht man CD, welcheLinien den Kreis in E 
durchfchneide, und EF, fo decken fich die beyden 
Dıieyecke CBD, CEF, daher EF auf dem Halbmeffer 
CE in feinem Endpunkte fenkrecht fteht, alfo. den 
Kreis berührt *, und überdem gleich BD, d,i gl:ich » 1r, = 
M, folglich M? = AF x BF* ift, e 


22, Ze 
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Pie, 83. Zufatz. Sell die gegebne grade Linie AB felbf fo 
eingetheist werden, dafs das. Rechteck aus ihren beyden 
Stücken AD x BD dem gegebnen Rechteck P x Q gleich fèy, 

fo befchreibe man wiederum über AB einen Halbkreis, 

ziehe mit AB eine Paralellinie, in einer Entfernung, 

gleich der mittlern Proportionallinie M, und fälle vom 
Durchfehnittspunkt derielben mit der Kreislinie, ein 
Perpendikel auf dem Durchmefler, fo theilt diefer die 

e a2. 1, Linie AB* auf die verlangte Art ein; wobey aber er- 


fordert wird, dafs M nicht gröfser als Š AB fey. 


Anmerkung. Beyde Aufgaben werden auf diefe Art 
durch eine leichtere Conttruction als ın Aufg. o, wo wir De fchon 
- einmal, nur unter einer andern Form gehabt haben, aufgelött. 
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Eine gegebne grade Linie BH, fo in zwey Theile 
BF, FH einzutheilen, dafs das Quadrat des einen 
Theils, gleich fey dem Rechteck aus dem andern Theile 
und einer gegeben Linie P, oder BF? = P X FH. 


Nimm auf die Verlängerung von‘HB, BA gleich 
P, fo foll BF? = AB FH, und folglich, wenn man 
beyderfeits AB x BF hinzufügt, AF x FB = AB x BH 
feyn. Nun aber find AB, BH gegeben; folglich tritt 

ber der Fall der vorigen Aufgabe ein. 
Befchreibe alfo über AH einen .Halbkreis, fo ift 
das Perpendikel BD die mittlere Proportionallinie zwi- 
*Afg.13, [chen AB, BH*, und befchreibt man um AB einen 


Halbkreis, welcher CD in E duichichneidet, und er- 
richtet 


7 
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richtet in E das Perpendikel EE auf diefe Linie, fo wird 
EF?2 = AF x FB, und mithin ift F der gefuchte Punkt, 
der BH auf die verlangte Art eintheilt. 


Anmerkung, Im Fall die’ gegebne Linie P, gleich der 
einzutheilenden BH ift, wird DEZ — BH X FH, oder das Qua- 
drat des einen Theils it dann gleich dem Rechteck aus dem an- 
dern Theil und der ganzen Linie; oder die beyden Theile und! 
die ganze Linie bilden eine fterige Proportion. Von diefer Ein- 
theilung einer Linie nach fetigen Verhältnis, werden wir im 
folgenden Buche einige intereflanre Eigenfchaften und Anwen- 


dungen kennen lernen. 
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Eine grade Linie AB, in welcher ein Punkt E ge, ar. 
gegeben if, aufs neue fo in einem Punkte D einzu- 
theilen, dafs AD? = ED X DB. fey. 

Vermöge diefer Fordrungi mufsı.der Punkt D fo. 
liegen, dafs, wenn durch B und F ein Kreis befchrieben 
wird, die Tangente aus D nach der Kreislinie gero- 
gen, gleich AD it *, gë, g, 
Man halbire daher EB im Punkte G, errichte in’ 
G ein Perpendikel,, nehme GK gleich GA, und be- 
fchreibe um CKB einen Kreis *. Vom Punkte H, wo Gét? 
AK diefe Kreislinie durchfchneidet, (le man auf AB 
ein Perpendikel HD, fo theilt diefes die Linie AB auf 
die verlangte Art ein. 

Denn weil AEK vermöge der Conftruction ein 
rechtwinkliges, gleichfchenkliches Dreyeck ift, find 
die Winkel A, K der Hälfte eines rechten Winkels 
gleich $. Eben fo grofs find mithin in den rechtwink- * 3 

Bf 
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ligen Dreyecken ADH, RI die Winkel ‚bey H. 
folglich , diefe,Dreyecke ` beyde, gleichfchenklig, AD 
= DH, und HI = IG, weshalb,das Perpendikel HI 
im Mittelpunkte auf FG aufftehn, und ein Halbmeffer 

s IL Ge feyn mufs. Daher ut HD eine Tangente *; folglich 
DH? = AD2 = DC x: DB, folglich AB auf die ver, 
langte Art eingetheilt. ( Greg. I. 73.) 


Dietz und die beyden vorigen, fo wie alle ähnli- 
chen Aufgaben, laffen fich nach Anleitung des Zufatzes 
zu Aufgabe o noch auf ganz verfchiedene Art ausdrü- 
cken, welche ich dem Lefer überlaffe. 
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Fig. 92. Von einem gegebnen Punkte A aufserhalb eines 
Kreifes eine grade Linie fo zu ziehn, dafs fe von’ der 
Kreislinie, zweyen gegebnen Linien P, Q proportional 
eingetheilt werde. 


Gefetzt es fey AEF die gefuchte Linie, fo foll fich 
verhalten P : Q = AE: EF ; folglich auch P: P ER Q 
= AE:AF. Zieht man nun von A die Tangente 
Kat? AG *, fo ift AS die mittlere Proportionallinie zwifchen 
ess të AE und AE *. Man fuche daher zwifchen Pond P+Q 
*Afg.ı2. die mittlere Proportionallinie M *, fo mufs fich ver- 
halten P:M=AE:AG. Nun find P, M und AG ge. 
geben, Man fuche daher zu M, P und AG die vierte 
Proportionallinie, und befchreibe mit ihr um A einen 
Kreisbogen.‘ Wo deier den gegebnen Kreis durch, 
fchneidet, da ift der Punkt E, durch den AE gezogen, 

die verlangte Linie giebt. 
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Denn verhält fich AG ; AE,= M: P $ fo iift,auch) 
AG? : AE? = M? : P?, Und da AG und M mittlere 
Proportionallinien , erftere zwifchen AF, AE, letztere 
zwilchen P--Q und P find; fich mithin verhält AF: AE 
= AG?:: AE?, undP+Q:P = M2: P2; fo verhält 
fich auch AF:AE=P--Q:P und FE:AE=Q:P, 


Beffimriung. Geit APD dorch den Mittelpunkt’ 
des Kreiles, fo ift AB die kleinfte,-AD die gröfste van allen, 
Linien, die von Aaus nach dem Kreife gezogen werden 
können *, und daher bat: von allen ähnlichen Verhält-» mn re, 
niffen, das der Abfchnitte AB:BD den gröfsten Expo- 


í sab. rdg ia iB 
nenten *. Folglich darf È nicht gröfser als Se bm Ke ae, 
Sonft iit, die, Aufgabe unmöglich, (Greg. HI. 46.) 


A, U Pr TASB EL 22 


Das Verhältmifs zwijchen der Seite AB’ und der Fig. 93, 


y 


Diagonale AC eines Quadrats zu findeni t 9> :38 


Befchreibe um C mit der Seite BC ais Halbmeffer 
einem Kreis, fo berührt die Seite AB diele Kreislinie,; 
denn be fteht auf dem Endpunkte des .Halbmeflers ‚CB, 
fenkrecht $. Daher verhält fich AD AB'S AR: AE. zu ro, 
und AD A derielbe Theil von.AB, ale AR von AP: 


AD ` As. 
oder Së = E. « Nun aber it AE gleich2CD-H AD, *V- 1.2. 
AB AE 


asien dä dhog mob 
folglich auch AD _ d ee ‚In dem ZEN 
“DAB 2AB-FAD 2 FAD! Zi 
ABJ 


Era 
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letzten Ausdrück lafst fich für = diefer Ausdruck 
£ 


A i 
felbft wieder fetzen, da denn e, = wird, und 
AB 2-F I 
2 -+ AD 
AB 
da fich der Stuffenbruch, der fo entfieht,! immer wieder 
e AD 
mit dem Bruch CG? endigt, fo kann man mit dieler 
Subftitution ohne Ende fortfahren, daher derExponent 


= durch einen Stufenbruch von der Form 


I 
2+1 


2 + etc, 


>» der ohne Ende fortläuft, gegeben wird. Es 


läfst fich alfo AD nicht in Theilen von AB ausdrücken, 
"Afg.19 und beyde Linien find incommenfurabel *% Mithin 
auch die Diagonale und die Seite des Quadrats, da die 

` Diagonale AC gleich AB -+ AD ift, und alfo, wenn 


man die Seite AB als Einheit annimmt, der Zahlaus= 


< 


druck der Diägonale AC, 1 -+ e wird; ein Aus- 
2+1 
Js EE etc 
druck, deffen Werth fich nie genau in Zahlen darftellen 
läfst, weiler. ohne Ende fortgeht, und dem man fich 


nur nähern kann, ohne ihn je völlig zu erreichen. 
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Anmerkung, Aufdiefem Wege wird die Incommenfu- 
rabilität zwifchen der Diagonale und der Seite eines’ jeden Qua- 
drats, die wir übrigens fchon oben dargethan haben *, noch evi- ¥ 12, Z. 
denter, Zugleich ift diefes ein unterrichtendes Beyfpiel der leich- 
teten Methode, wie fich die Incommenfurabilität von Ausdehnun- 


gen, in geomettifchen Unterfuchungen erweifen ise, 


Erklärungen der Marginalien. 


D; römifchen Zahlen bezeichnen das Buch, die arabi- 
feben, die dahinter ftehn, den gemeinten Satz in diefem 
Buche, und arabifche Zieffern vor denen keine römifche 
flehn, einen Satz in demfeiben Buche, worin das Citat 


vorkömmt, z. B. 


II, 9. den 9ten Lehrfatz des zweyten Buchs; 
18. den ıgten Lehrfatz des gegenwärtigen Buchs, 
alfo des zweyten Buchs, wenn das Citat im 


zweyten Buche Geht, 


E bedeutet eine Zrklärung, und diefe ftehn zu An- 
fang jedes Buchs, z. B., LE Gi die 16te Erklä- 


rung an der Spitze des erften Buchs; 


Z einen Zufatz, z. B., I. 16. Z, 2; 


f, eine Felgerung, ze B., II. 22. f. 1. £., den Satz e 
in der erften Folgerung zum 2aften Lehrfatz des 


ci sá. 


dritten Buchs; S 
a. oder A eine Anmerkung, 2. B., III. 4. a, 1 
B. einerBemerkung, 


Afg. oder A. eine Aufgabe, die insgefammt am Ende 


des zweyten und dritten Buchs ftehn. | 


V. bedeutet endlich die aritınetifchen Lehrfätze itber 
Verhältnifle und Proportionen ;iidie in der 23ften 


Erklärung des erften Buchs ftehn. 


Sind einige Citate nicht ganz genau, fo wird 


der aufmerkfame Lefer fie leicht E 


Einige Druckfehler. 


So viel Sorgfalt man auch angewandt har, um alle Sinnflöh- 
renden Druckfehler zu vermeiden, fo mufs man doch den Lefer 


bitten, folgende vor dem Gebrauch des Werks zu verbeffera; 
t 


l } b b. 
Seite 23. Zeile 4, von unten fteht ftatt — 
á 


: a 
S. 64. Z. 2, v. u. keiner der Winel ft. einer der Winkel, 
Së, Z. 5. eine ft. ein Perpendikel 


S. 77. fehlt Zufatz III. „Eine grade Linie, welche eine wi 
zwey Parallellinien, (init denen fie in derfelben Ebne ligt 
durchfchneidet, mufs auch die andre fchneiden,” weil font 
durch einen Punkt, mit, einer graden Linie, zwey veridt- 


dene grade Parallellinien möglich wären, 
S, 277. fehlt im Marginal Tafi, IV, 
S, 279. Z. 7. ft. OPz ft. Opz. 
S, 295. ft. das Marginal 17, ft. 16. 
S 307. das Marginal Afg. 6. It. Are, zg, 2, 

i BG BC 

S. 317. in der dritten Formel unter Y fteht ÇE ft. GE 
5.359. im Marginal Taf. IV. ft. Taf. V., und 


&. 360. Taf. UI, fl. Tafe V. 


gë zg së 


Geometrie von Gilbe ni 


- ` E E ege 
en X An Kee EE DEE 
Kg s ue mme? we We 
Gegner ` EE SE a at er 

z a 


Pen rau 
BEIN Pe 
gen ~ 


a er ne 


u Dr 77 CH 
"ée TER den 
mehr. Get kënn Lis 
f E? T 


Å Be ` 
/ Se Zeen MR ie e E LE E 
TEEN gd ARE Pire mapi aii JE GS iz 
Si E en er we Ka € e ch we em 
x d "EE eh SE: x GE Kë 


ur 


DS 


nA LEE ` PATE 
A EN ZK 0 
oa RT vl 


e 


rer- ae D 


A 7 


! F m 

U D H 
Kc A gek ` C 

$ BE a H / 
E ZC 

— E D F D j v 

3 d $ ` 

Fr 18 c è 


EK r e H 
OG D t A A De? " ` 
Ge ES > GH b s= ire 


- a zm 

E E e A 
LE rh ge Ëer 
ee E E ET N 
re ai 3 e erg 


ei r na Fee, we E 
en BE Re H 


de e 

E 

TEEN 
a Ka u a an 
FIN Auge: 


Es 


AT d 
SA SECH 


WË te 
D 


rar: 


Ek 
Kn eme GH u 

H EE 

= 


ER geegent eg _ 


Almen | a 


Se 
Gi Së 
Tut 
ir 


GE 


erbei 


Kc Se 


e es 3 wie 
Are T 


m 


Leg e hb 
je 4, 


